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Feuille de T.D. 1 - Nombres Complexes 1

Exercice 1 Les questions sont indépendantes.

1. Calculer la forme algébrique du nombre complexe z = (1+i)4

(
√
3−i)3 .

2. Calculer (1 + i)14.

3. Trouver les entiers positifs n tels que (1 + i
√

3)n soit un réel positif.

Exercice 2 Soit z ∈ C. Montrer que |z − i| = |z + i| si et seulement si z est réel.

Exercice 3 Soient z = reiθ et z′ = r′eiθ
′
(θ, θ′ ∈ R, r, r′ ∈ R∗+) deux nombres complexes non nuls,

sous forme exponentielle. Démontrer l'équivalence suivante :

|z + z′| = |z − z′| ⇐⇒ θ′ ≡ θ +
π

2
[π].

Indication : on pourra développer les carrés des modules, et faire apparaître Re(zz̄′).

Exercice 4 1. Résoudre dans C l'équation z2 + z + 1 = 0. On notera j la solution dont la partie
imaginaire est positive. Donner son module, et sa forme exponentielle.

2. Montrer, sans utiliser la valeur de j, que j3 = 1. En déduire que j̄ = j2.

3. Dans le plan muni d'un repère orthonormé direct, placé les points A(1), B(j) et C(j2). Quelle
est la nature du triangle ABC ?

4. Calculer j33 + j28 + j−4.

5. Montrer que si a, b, c et d sont des réels,

aj + b = cj + d ⇐⇒ a = c et b = d.

6. Déterminer a et b tels que 3j+1
2j−1 = aj + b.

Exercice 5 Résoudre dans C l'équation suivante :(
z + i

z − i

)3

+

(
z + i

z − i

)2

+
z + i

z − i
+ 1 = 0.

Exercice 6 On note ω = e2iπ/5.

1. Montrer que ω est solution de l'équation 1 + z + z2 + z3 + z4 = 0.

2. On pose Z = ω + ω̄. Montrer que Z2 + Z − 1 = 0.

3. En déduire la partie réelle de ω.

4. Proposer une construction à la règle et au compas du point d'a�xe ω. En déduire une construc-
tion à la règle et au compas d'un pentagone régulier.

Exercice 7 (Relations coe�cients-racines)

1. Soient z1, z2 ∈ C. On pose S = z1 + z2 et P = z1z2. Montrer que z1 et z2 sont solutions de
l'équation z2 − Sz + P = 0.

2. Déterminer les complexes z1 et z2 tels que z1 + z2 = 2− i, z1z2 = 8− i.
3. Montrer, sans les calculer, que les deux solutions z1 et z2 de l'équation z2 − z + 4 = 0 véri�ent
z21 + z22 − z1z2 = −11.
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Exercice 8 Donner la forme algébrique des solutions des deux équations suivantes

z2 = 3 + 4i ; z2 = 12 + 5i.

Exercice 9 Soit x ∈ R. Les deux questions sont indépendantes.

1. Exprimer cos(5x) et sin(5x) en fonction de cos(x) et sin(x). En déduire l'expression tan(5x) en
fonction de tan(x).

2. Démontrer les formules de trigonométrie cos(x) = 1− 2 sin2(x/2) = 2 cos2(x/2)− 1. En déduire
la valeur de cos(π/12).

Exercice 10 Résoudre dans R l'équation cos(x)−
√

3 sin(x) = 1.

Exercice 11 1. Soit a ∈ [0; 2π]. Donner la forme exponentielle du nombre complexe z0 = 1 + eia.

2. Soient a, b ∈ R. Donner la partie réelle et la partie imaginaire de z1 = eia + eib et z2 = eia− eib.

Exercice 12 1. Donner la forme exponentielle de z =
√

2 + 1 + i.

2. Pour quelles valeurs de n a-t-on Re(zn) = 0 ?

Exercice 13 Soit x un réel non multiple de 2π.

1. Montrer que

e(n+1)ix − 1

eix − 1
= e

inx
2

sin (n+1)x
2

sin x
2

.

2. Calculer
∑n
k=0 e

ikx.

3. Déduire des deux questions précédentes les valeurs de
∑n
k=0 cos(kx) et

∑n
k=0 sin(kx).

4. Résoudre dans R l'équation cos(x) + cos(2x) + cos(3x) = −1.

Exercice 14 Dans le plan muni d'un repère orthonormé direct, on donne deux points distincts A(zA)
et B(zB). On construit un carré ABCD dans le sens direct. Quelle est l'a�xe ω du centre du carré
ABCD ?

Exercice 15 Dans le plan muni d'un repère orthonormé direct, on considère un triangle ABC direct.
On construit le point A′ extérieur au triangle ABC et tel que le triangle BA′C est équilatéral. On
dé�nit de même B′ et C ′ extérieurs à ABC tels que CB′A et AC ′B sont équilatéraux. On note
a, b, c, a′, b′, c′ les a�xes respectives des points A, B, C, A′, B′, C ′.

1. Montrer que a′−c
b−c = −j2. En déduire que a′ = −jc− j2b.

2. Soient X (resp. Y,Z) le centre de gravité du triangle BA′C (resp. CB′A, AC ′B), et x, y, z les
a�xes de ces points. Justi�er que

x =
1

3
(b+ a′ + c).

3. Déduire des deux questions précédentes l'expression de x, y et z en fonction de a, b et c. Montrer
que (z − x) = −j2(y − x).

4. Que peut-on en conclure pour le triangle XY Z ?

Exercice 16 Dans le plan muni d'un repère orthonormé direct, on considère les points A, B, C et
D d'a�xes respectives zA = 0, zB = 1, zC = 1 + i, et zD = i. On place ensuite les points F et E, de
telle sorte que les triangles BFC et ABE soient équilatéraux directs.

1. Calculer les a�xes zF et zE des points E et F .

2. Montrer que zF−zD
zE−zD appartient à R.

3. Que peut-on dire des points D, E et F ?
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