
Introdu
tion aux systèmes dynamiques − LICENCE L3DEVOIR MAISON 1 : CORRIGÉNote : Ne pas utiliser de faï¾1
2on abusive les symboles �⇒� et �⇔�. Faites des phrases, inspirez vous du
orrigï¾1

2 
i-dessous. Pour un DM il est nï¾1
2
essaire de soigner la prï¾1

2sentation !EXERCICE 1
|t|y′ + (t2 − 1)y = t3 (1)1. L'équation (1) est une équation du premier ordre, s
alaire (de dimension 1), sous forme impli
ite (ounon résolue), linéaire, à 
oe�
ients non 
onstants, et non homogène (ave
 se
ond membre).2. Résolvons d'abord l'équation pour t < 0. L'équation (1) devient alors −ty′ + (t2 − 1)y = t3 et estéquivalente à sa forme expli
ite,

y′ =
t2 − 1

t
y − t2 (2)On 
ommen
e par rï¾1

2soudre l'équation homogène asso
iée :
y′ =

t2 − 1

t
y (3)

• On remarque que (] − ∞, 0[, y : t 7→ 0) est solution de l'équation (3). Or, d'après le théorème deCau
hy-Lips
hitz (on sait qu'il s'applique pour une telle équation : 
f. 
ours) il existe une uniquesolution passant par 0 à l'abs
isse t = t0 quel que soit t0 ∈] − ∞; 0[. Don
 au
une autre solution nepeut s'annuler au point t = t0. Autrement dit, en dehors de y ≡ 0, au
une solution ne s'annule.
• On suppose maintenant que y ne s'annule pas, 
'est-à dire que y(t) 6= 0 pour tout t. Dans 
e 
as,l'équation (3) équivaut à

y′

y
= t −

1

t
,et, en intégrant, ln |y| = t2/2− ln |t|+ c, où c ∈ R, 
'est à dire, |y| = ecet2/2/|t|. D'oï¾1

2 y(t) = λet2/2/t,où λ ∈ R
∗.Ainsi, la solution générale de l'équation homogène (3) est (] −∞, 0[, y : t 7→ λet2/2/t), oï¾1

2 λ ∈ R.On re
her
he ensuite une solution parti
ulière de l'équation 
omplète (2). En utilisant la méthode devariation de la 
onstante, on 
her
he 
ette solution sous la forme y0(t) = λ(t)et2/2/t. En dérivant y0,et en é
rivant que y′0 véri�e (2), on en déduit que λ′(t)et2/2 = −t3. Ainsi, λ est une primitive de
t 7→ −t3e−t2/2. Un telle primitive se 
al
ule de la façon suivante : si t0, t ∈ R, alors on é
rit

∫ t

t0

−s3e−s2/2ds =

∫ t

t0

s2 × (−se−s2/2)ds =

∫ t

t0

u(s)v′(s)ds,et on intègre par parties en dérivant u(s) = s2 et en intégrant v′(s) = −se−s2/2 : on a u′(s) = 2s et on
hoisit v(s) = e−s2/2, et don

∫ t

t0

−s3e−s2/2ds = [u(s)v(s)]tt0 −

∫ t

t0

u′(s)v(s)ds,

=
[

s2e−s2/2
]t

t0
− 2

∫ t

t0

se−s2/2ds,

= t2e−t2/2 − t20e
−t2

0
/2 + 2

[

e−s2/2
]t

t0
,

= t2e−t2/2 − t20e
−t2

0
/2 + 2e−t2/2 − 2e−t2

0
/2 = (t2 + 2)et2/2 + C(t0),où C(t0) est une 
onstante dépendant de t0. Comme on 
her
he une seule primitive de λ′ (puisqu'on veutune seule solution parti
ulière), on 
hoisit par exemple λ(t) = (t2 + 2)e−t2/2. Une solution parti
ulièreest don
 y0(t) = λ(t)et2/2/t = t + 2/t.La solution générale de l'équation (2) est la somme de la solution générale de l'équation homogène etd'une solution parti
ulière. Il s'agit don
 de

(

] −∞; 0[, y1 : t 7→
λ1

t
exp

(

t2

2

)

+ t +
2

t

)

, λ1 ∈ R.1



Résolvons ensuite l'équation pour t > 0. L'équation (1) devient alors ty′ + (t2 − 1)y = t3 et estéquivalente à sa forme expli
ite,
y′ = −

t2 − 1

t
y + t2 (4)Comme 
i-dessus, on résout d'abord l'équation homogène asso
iée :

y′ = −
t2 − 1

t
y (5)Le même raisonnement entraine que la solution générale de (5) est (]0;∞[, y : t 7→ λte−t2/2), où λ ∈ R.On re
her
he ensuite une solution parti
ulière de (1) sur ]0;∞[. Soit on applique à nouveau la méthodede variation de la 
onstante, soit on peut remarquer dire
tement que y0(t) = t est solution de l'équation.La solution générale de l'équation (4) est don


(

]0;∞[, y2 : t 7→ λ2t exp

(

−
t2

2

)

+ t

)

, λ2 ∈ R.Con
lusion : les solutions de l'équation (1) sur les intervalles R
∗

+ et R
∗

−
sont

(

] −∞; 0[, y1 : t 7→ λ1

t exp
(

t2

2

)

+ t + 2
t

)

, λ1 ∈ R.

(

]0;∞[, y2 : t 7→ λ2t exp
(

− t2

2

)

+ t
)

, λ2 ∈ R.3. Re
her
her les solutions sur R revient à étudier la possibilité de ra

order les solutions y1 et y2 en
t = 0. On s'intéresse d'abord à la 
ontinuité : peut-on prolonger y1 et y2 de manière 
ontinue en 0 ?On 
onstate immédiatement que

∀λ2 ∈ R, lim
t→0+

y2(t) = lim
t→0+

λ2t exp

(

−
t2

2

)

+ t = 0.Ensuite, on é
rit,
y1(t) = t +

λ1e
t2/2 + 2

t
.
e
i a�n de 
al
uler la limite de y1 en 0 : si λ1 6= −2, on ne peut prolonger y1 par 
ontinuité en 0 
ar,

∀λ1 6= −2, lim
t→0−

y1(t) = lim
t→0−

λ1 + 2

t
= ±∞,(la valeur +∞ ou −∞ de la limite dépend de la position de λ1 par rapport à la valeur −2).Dans le 
as où λ1 = −2, on 
her
he la limite de y1 en faisant un développement limité de et2/2 auvoisinage de 0 :

y1(t) = t − 2
(et2/2 − 1)

t
=

t→0
t − 2

1 + t2/2 + o(t2) − 1

t
= o(t).Ainsi, limt→0− y1(t) = 0. On dé�nit don
, quel que soit λ2 ∈ R sur R une fon
tion y3 
ontinue sur Rpar

y3(t) =















−2
(et2/2 − 1)

t
+ t si t < 0,

0 si t = 0,

λ2te
−t2/2 + t si t > 0.On étudie maintenant la dérivabilité en 0 de la fon
tion y3. On 
al
ule les limites des taux d'a

rois-sement à droite et à gau
he en 0. Pour t < 0,

τ−(t) =
y3(t) − y3(0)

t − 0
=

1

t

(

−2
et2/2 − 1

t
+ t

)

,

=
t→0

1

t

(

−2
1 + t2/2 + o(t2) − 1

t
+ t

)

=
1

t

(

o(t2)
)

= o(t),2



et don
 limt→0− τ−(t) = 0. Pour t > 0,
τ+(t) =

y3(t) − y3(0)

t − 0
=

λ2te
−t2/2 + t − 0

t
= λ2e

−t2/2 + 1,et don
 limt→0+ τ+(t) = λ2 + 1. Ainsi, la fon
tion y3 est dérivable sur R, de dérivée 
ontinue en 0 si etseulement si on 
hoisit λ2 = −1.Con
lusion : La seule solution de l'équation (1) dé�nie sur R est la fon
tion y3 dé�nie par
y3(t) =















−2
(et2/2 − 1)

t
+ t si t < 0,

0 si t = 0,

−te−t2/2 + t si t > 0.EXERCICE 2
y′ = y2 − (2t − 1)y + t2 − t + 1 (6)1. L'équation (6) est une équation du premier ordre, s
alaire (de dimension 1), non linéaire. C'est uneéquation de Ri

ati. Montrons que la fon
tion y0 : t 7→ t est solution de 
ette équation : d'une part

y′0 ≡ 1, d'autre part, quel que soit t ∈ R,
y2
0(t) − (2t − 1)y0(t) + t2 − t + 1 = t2 − (2t − 1)t + t2 − t + 1 = 1.Don
 y0 est solution sur R de l'équation.2. Pour résoudre une équation de Ri

ati dont on 
onnaï¾1

2 t une solution parti
ulière y0, on 
ommen
epar poser le 
hangement de fon
tion in
onnue z = y−y0. I
i, on obtient don
 y = z+ t, puis y′ = z′+1.En substituant à y′ 
ette expression dans l'équation (1), on obtient l'équation di�érentielle d'in
onnue
z,

z′ = z2 + z, (7)qui est une équation de Bernoulli de paramètre 2.Pour la résoudre, on 
onstate que la fon
tion identiquement nulle est solution sur R, et d'après lethéorème de Cau
hy-Lips
hitz, qui s'applique dans 
e 
adre (
f. 
ours), 
'est la seule solution quis'annule. On peut don
 maintenant supposer z(t) 6= 0 quel que soit t, et poser le nouveau 
hangementd'in
onnue v = z1−2 = 1/z. Ainsi, z′ = −v′/v2, et dans l'équation (7) on obtient
v′ = −v − 1 (8)qui est une équation linéaire du premier ordre.On résout d'abord l'équation homogène asso
iée, v′ = −v : la solution génerale est v(t) = λe−t, pour

t ∈ R, et λ ∈ R. Une solution parti
ulière évidente est v0(t) = −1. Par 
onséquent, la solution géneralede (8) est (R, v : t 7→ λe−t − 1). Cependant, on 
her
hait les solutions de (8) qui ne s'annulaient pas,puisque v = 1/z. On remarque que l'on a
∀λ ≤ 0, ∀t ∈ R, λe−t − 1 6= 0,
∀λ > 0, ∀t 6= ln(λ), λe−t − 1 6= 0.Les solutions de l'équation (8) ne s'annulant pas sont données par :

(R, v1 : t 7→ λ1e
−t − 1) λ1 ≤ 0,

(] −∞; ln(λ2)[, v2 : t 7→ λ2e
−t − 1) λ2 > 0,

(] ln(λ3);+∞[, v3 : t 7→ λ3e
−t − 1) λ3 > 0.Les solutions de l'équation (7) sont les fon
tions zi = 1/vi, i = 1, 2, 3 ave
 les mêmes intervalles dedé�nitions que 
eux 
i-dessus. 3



Con
lusion : La solution génerale de notre équation de départ (6) est ainsi donnée par yi = zi + y0,
i = 1, 2, 3, 
'est à dire par

(

R, y1,λ1
: t 7→

1

λ1e−t − 1
+ t

)

λ1 ≤ 0,

(

] −∞; ln(λ2)[, y2,λ2
: t 7→

1

λ2e−t − 1
+ t

)

λ2 > 0,

(

] ln(λ3);+∞[, y3,λ3
: t 7→

1

λ3e−t − 1
+ t

)

λ3 > 0,auxquelles on ajoute la solution polynomiale parti
ulière
(R, y0(t) = t) .3. On vï¾1

2ri�e fa
ilement les inï¾1
2galitï¾1

2s suivantes :
t − 1 < y1,λ1

< t, pour t ∈ R et λ1 < 0

y2,λ2
> t, pour t < ln(λ2) et λ2 > 0

y3,λ3
< t − 1, pour t > ln(λ3) et λ3 > 0La �gure suivante reprï¾1

2sente quelques 
ourbes intégrales dans les trois régions obtenus ï¾1
2 partir dutra
é des solutions polynomiales y = t et y = t − 1 (solution y1,λ1

, ave
 λ1 = 0).

Pour obtenir de telles 
ourbes, il faut faire au moins une ï¾1
2tude su

in
te des fon
tions. On prï¾1

2sentedans la suite une ï¾1
2tude assez dï¾1

2taillï¾1
2e, mais fa
ile ï¾1

2 faire lors d'un DM.On va don
 étudier les variations des fon
tions du type
f : t 7→

1

λe−t − 1
+ t,4



où λ est un paramètre réel. La fon
tion f est dérivable sur son domaine de dé�nition. On 
al
ule ladérivée :
f ′(t) = 1 +

λe−t

(λe−t − 1)2
=

P (e−t)

(λe−t − 1)2
, ave
 P (X) = λ2X2 − λX + 1.Comme le dis
riminant du trin�me P est négatif (∆ = −3λ2), on en déduit que f est 
roissante. Onen déduit les variations des fon
tions solutions, yi,λi

, i = 1, . . . , 3, et on 
al
ule aussi leurs limites. Enrésumé :
t −∞ +∞

+∞
y1,λ1

ր
−∞

t −∞ ln(λ2)

+∞
y2,λ2

ր
−∞

t ln(λ3) +∞

+∞
y3,λ3

ր
−∞La droite d'équation x = ln(λ2) (respe
tivement x = ln(λ3)) est asymptote à la 
ourbe représentativede y2,λ2

en ln(λ2)
− (respe
tivement de y3,ln(λ3) en ln(λ3)

+).Il reste à étudier le 
omportement pré
is des fon
tions en +∞ et −∞.Rappel : pour 
her
her une éventuelle asymptote oblique à la 
ourbe représentative d'une fon
tion f quitend vers une limite in�nie en ∞, on 
her
he limt→∞ f(t)/t. Si 
ette limite vaut a ∈ R
∗, on 
her
he en-suite limt→∞ f(t)−at. Si 
ette limite est en
ore �nie et vaut b, alors on a don
 limt→∞ f(t)−(at+b) = 0,
e qui signi�e que la droite d'équation y = at + b est asymptote à f en ∞.I
i, on a d'abord immédiatement

lim
t→−∞

y1,λ1
(t) − t = lim

t→−∞

1

λ1e−t − 1
= 0 si λ1 6= 0et don
 la droite d'équation y = t est asymptote en −∞ à y1,λ1
(λ1 6= 0).Ensuite, 
omme on a

lim
t→+∞

y1,λ1
(t)

t
= lim

t→+∞

1 +
1

t(λ1e−t − 1)
= 1,on 
al
ule aussi

lim
t→+∞

y1,λ1
(t) − 1 × t = lim

t→+∞

1

λ1e−t − 1
= −1.On a don
 obtenu limt→+∞ y1,λ1

(t) − (t − 1) = 0 
'est-à-dire que la droite d'équation y = t − 1 estasymptote en +∞ à y1,λ1
.De même, la droite y = t − 1 est asymptote à y2,λ2

en −∞ et 
elle d'équation y = t est asymptote à
y3,λ3

en +∞.Représentation de y1,λ1
, ave
 λ1 = −1 Représentation de y2,λ2

et y3,λ3
, ave
 λ2 = λ3 = e
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4. Pour 
haque indi
e i = 1, 2 ou 3, on note Ci,λi
la 
ourbe représentative de la solution yi,λi

.Prenons déjà i = 1. Montrons que la 
ourbe C1,λ1
, pour un λ1 ≤ 0 est l'image de la 
ourbe C1,−1 parune translation dont on note (a, b) le ve
teur et qu'on va déterminer.Si M(t, y) appartient à la 
ourbe image de C1,−1 par la translation de ve
teur (a, b) alors, le point

N(t − a, y − b) appartient à C1,−1, 
'est à dire que les 
oordonnées de N véri�ent l'équation de la
ourbe. Ce
i s'é
rit en
ore y1,−1(t − a) = y − b, et don

y − b =

1

−e−(t−a) − 1
+ t − a,ou en
ore

y =
1

−eae−t − 1
+ t − a + b.Don
 le point M(t, y) appartient à la 
ourbe C1,λ1

pour λ1 = −ea, à 
ondition aussi que −a + b = 0.Cela donne don
 a = ln(−λ1) = b.Con
lusion : La 
ourbe C1,λ1
est la translatée de la 
ourbe C1,−1 par la translation de ve
teur

(ln(−λ1), ln(−λ1)), pour λ1 ≤ 0.Le même raisonnement ave
 i = 2 ou i = 3 prouve que la 
ourbe C2,λ2
est la translatée de la 
ourbe

C2,1 par la translation de ve
teur (ln(λ2), ln(λ2)), et que la 
ourbe C3,λ3
est la translatée de la 
ourbe

C3,1 par la translation de ve
teur (ln(λ3), ln(λ3)) pour λ2, λ3 > 0.
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