Introduction aux systémes dynamiques — LICENCE L3
DEVOIR MAISON 1 : CORRIGE

Note : Ne pas utiliser de fai'g%on abusive les symboles ‘=7 et “<=". Fuaites des phrases, inspirez vous du
corrigi'g% ci-dessous. Pour un DM il est né'&'%cessaire de soigner la pré'&'%sentation/

EXERCICE 1
[ty + (¢~ Dy =¢° (1)
1. Iéquation (1) est une équation du premier ordre, scalaire (de dimension 1), sous forme implicite (ou
non résolue), linéaire, a coefficients non constants, et non homogene (avec second membre).

2. Résolvons d’abord I’équation pour ¢t < 0. L’¢quation (1) devient alors —ty’ + (12 — 1)y = 13 et est
équivalente a sa forme explicite,

t2—1
y=——y—t (2)
On commence par r'fg)%soudre I’équation homogéne associée :
t2 -1
y=——y (3)

e On remarque que (] — 00,0[,y : t — 0) est solution de l’équation (3). Or, d’apres le théoréme de
Cauchy-Lipschitz (on sait qu’il s’applique pour une telle équation : cf. cours) il existe une unique
solution passant par 0 & I’abscisse ¢t = ty quel que soit ¢ty €] — 0o;0[. Donc aucune autre solution ne
peut s’annuler au point t = ty. Autrement dit, en dehors de y = 0, aucune solution ne s’annule.

e On suppose maintenant que y ne s’annule pas, c’est-a dire que y(t) # 0 pour tout ¢. Dans ce cas,
I'équation (3) équivaut &

/
1
Y -2,
Y t
et, en intégrant, In [y| = ¢2/2 —In [t| + ¢, ot ¢ € R, c’est a dire, |y| = e¢e”/2/|t]. Doi;d y(t) = Aet®/2/t,

ol A € R*.

Ainsi, la solution générale de 'équation homogene (3) est (] — 00,0,y : t — Ae”/2/1), oij3 AER.

On recherche ensuite une solution particuliére de ’équation compléte (2). En utilisant la méthode de
variation de la constante, on cherche cette solution sous la forme yo(t) = A(t)et”/2/t. En dérivant yo,
et en écrivant que y| vérifie (2), on en déduit que N\ (t)et2/ 2 = —#3. Ainsi, A est une primitive de
t s —t3e=t*/2. Un telle primitive se calcule de la facon suivante : si tg,t € R, alors on écrit

t t t
/ —3e™5 24 = / 52 x (—86752/2)d8 = / u(s)v'(s)ds,
to t

0 to
et on intégre par parties en dérivant u(s) = s2 et en intégrant v/(s) = —se /2
choisit v(s) = e~*"/2, et donc

/tt—sse—s2/zds - [U(S)U(S)]io—/ttu’(s)v(s)ds,

0 0

— [326752/2}25 —2/tt 36782/2d8,

to 0

:on au(s) =2seton

2,12 _ t367t3/2 19 [6732/2]'5 ,
to

= et tge_t%/2 4212 _9e710/2 = (t* + 2)6t2/2 + C(ty),

ou C(ty) est une constante dépendant de ty. Comme on cherche une seule primitive de A" (puisqu’on veut
une seule solution particuliere), on choisit par exemple A(t) = (£2 + 2)e~*"/2. Une solution particuliére
est donc yo(t) = A(t)e”/2/t =t + 2/t.

La solution générale de I’équation (2) est la somme de la solution générale de I’équation homogeéne et
d’une solution particuliére. 11 s’agit donc de

A t2 2
(]—oo;O[, ylztn—>71exp<5> —i—t—i—z), A €R.
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Résolvons ensuite 1’équation pour ¢ > 0. L’équation (1) devient alors ty’ + (t> — 1)y = t® et est

équivalente a sa forme explicite,
, -1
Y=

Comme ci-dessus, on résout d’abord ’équation homogéne associée :

y+1? (4)

, -1
YT

y (5)
Le méme raisonnement entraine que la solution générale de (5) est (0; 00,y : t — Ate °/2), ot A € R.
On recherche ensuite une solution particuliére de (1) sur ]0; oo[. Soit on applique & nouveau la méthode

de variation de la constante, soit on peut remarquer directement que yo(t) = t est solution de I’équation.
La solution générale de I’équation (4) est donc

2
<]0;oo[, Yo i t = Aot exp <—5) +t> , A €R.

Conclusion : les solutions de 'équation (1) sur les intervalles R* et R* sont

<]—oo;0[, ylth%exp(%)—{—t—i—%), A €R.

<]O;oo[, Yo i t — Aot exp <—§) —i—t) , A €R.

. Rechercher les solutions sur R revient a étudier la possibilité de raccorder les solutions y; et yo en
t = 0. On s’intéresse d’abord & la continuité : peut-on prolonger y; et y» de maniére continue en 07
On constate immédiatement que

. . t2
Vs € R, tli%1+ ya(t) = tli% Aot exp <—5> +t=0.

Ensuite, on écrit,

)\16t2/2 + 2
yi(t) =t+ —
ceci afin de calculer la limite de y; en 0 : si Ay # —2, on ne peut prolonger y; par continuité en O car,

)\1—}—2_

VA1 # —2, lim y;(t) = lim
t—0~ t—0—

+o00,

(la valeur 400 ou —oo de la limite dépend de la position de A; par rapport a la valeur —2).

Dans le cas ou Ay = —2, on cherche la limite de y; en faisant un développement limité de /2 an

voisinage de O :

(e*/2 — 1) _ Lt t/240(t?) — 1
t t—0 t

yi(t) =t —2 = o(t).

Ainsi, lim;_,o- y1(¢t) = 0. On définit donc, quel que soit Ay € R sur R une fonction y3 continue sur R
par

G|

ys(t) = (mitiq
Dote= /2 4+ sit>0.

+t sit<O,

On étudie maintenant la dérivabilité en 0 de la fonction y3. On calcule les limites des taux d’accrois-
sement a droite et a gauche en 0. Pour t < 0,

F - B 1)

t—0 t t
2 o(t2) —
o (AR ey -



et donc lim;_,o- 77 (¢) = 0. Pour ¢t > 0,

7'+(t) = y3(t) - y3(0) _ )\zte_t2/2 +t—0

_ —t2/2 1
F—0 ; )\26 + 5

et donc lim,_,o+ 77 () = Ao + 1. Ainsi, la fonction y3 est dérivable sur R, de dérivée continue en 0 si et
seulement si on choisit A\g = —1.
Conclusion : La seule solution de ’équation (1) définie sur R est la fonction y3 définie par

N

=10 s,
—te /24 ¢ sit>0.

+t sit <O,

EXERCICE 2
Y=y -2 —-1ly+t*—t+1 (6)

1. I’équation (6) est une équation du premier ordre, scalaire (de dimension 1), non linéaire. C’est une
équation de Riccati. Montrons que la fonction yg : t — t est solution de cette équation : d’une part
yo = 1, d’autre part, quel que soit ¢ € R,

ye(t) — (2t — Dyo(t) +t2 —t+1=t>— (2t — )t +t> —t +1=1.

Donc yg est solution sur R de ’équation.

2. Pour résoudre une équation de Riccati dont on conna’fg)%t une solution particuliére gy, on commence
par poser le changement de fonction inconnue z = y —yg. Ici, on obtient donc y = 2z +t¢, puisy’ = 2/ +1.
En substituant & y’ cette expression dans I’équation (1), on obtient 1’équation différentielle d’inconnue
2,

2 =224z, (7)

qui est une équation de Bernoulli de paramétre 2.

Pour la résoudre, on constate que la fonction identiquement nulle est solution sur R, et d’apres le
théoreme de Cauchy-Lipschitz, qui s’applique dans ce cadre (cf. cours), c’est la seule solution qui
s’annule. On peut donc maintenant supposer z(t) # 0 quel que soit ¢, et poser le nouveau changement

d’inconnue v = 2172 = 1/z. Ainsi, 2/ = —v'/v?, et dans I'équation (7) on obtient

vVV=—v-1 (8)
qui est une équation linéaire du premier ordre.
On résout d’abord ’équation homogene associée, v' = —v : la solution génerale est v(t) = Ae™t, pour
t € R, et A € R. Une solution particuliére évidente est vy(t) = —1. Par conséquent, la solution génerale

de (8) est (R,v : ¢+ Ae~t —1). Cependant, on cherchait les solutions de (8) qui ne s’annulaient pas,
puisque v = 1/z. On remarque que 'on a

YA<O0, VEER, et —1#£0,
VA >0, V¢ #1In(\), de~t—1#0.

Les solutions de I’équation (8) ne s’annulant pas sont données par :

(R, v1:t— A\et—1) X\ <0,
(] —oo;ln(Na)], va:t—= Age t—1) Ay >0,
(JIn(A3);+o0o[, wg:tr Age™t —1) A3 > 0.

Les solutions de I’équation (7) sont les fonctions z; = 1/v;, i = 1,2,3 avec les mémes intervalles de
définitions que ceux ci-dessus.



Conclusion : La solution génerale de notre équation de départ (6) est ainsi donnée par y; = z; + Yo,
1=1,2,3, c’est a dire par

N
y Yt )\16 t 1 1>=Y,

1
(] — oo;ln()\g)[, Y2 \o A W +t> Ao >0,

1

—— +t] A 0
r—>)\3€_t_1—|—> 3 >0,

<] In(A3); +0o[, y3as : 1

auxquelles on ajoute la solution polynomiale particuliére

(R7 yO(t) = t) :

. On v'fg)%riﬁe facilement les in'l’g)% galit'l’g)%s suivantes :
t—1<yin <t, pourtecRet A\ <0
Y2.a, >t, pourt <In(Ag)et Ay >0
Ysag <t—1, pourt>In(A3) et A3 >0

La figure suivante repr'l'(;%sente quelques courbes intégrales dans les trois régions obtenus '1’3)% partir du
tracé des solutions polynomiales y =t et y = ¢ — 1 (solution y; y,, avec Ay = 0).

Champ de vecteurs et courbes intégrales
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Pour obtenir de telles courbes, il faut faire au moins une I&%tude succincte des fonctions. On pr'l‘g)%sente
dans la suite une I(;%tude assez di'&%tailh’g)%e, mais facile '1';)% faire lors d’un DM.
On va donc étudier les variations des fonctions du type

1
it — +t
! '_>)\e*t—1+7
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ol A est un paramétre réel. La fonction f est dérivable sur son domaine de définition. On calcule la

dérivée : Nt (1)
_ Ple—
(t) =1 c = P(X) = A’X% - AX + 1.
PO =14 =1 = et =y Ve P +
Comme le discriminant du trinome P est négatif (A = —3\?), on en déduit que f est croissante. On
en déduit les variations des fonctions solutions, y; ,, 2 = 1,...,3, et on calcule aussi leurs limites. En
résumeé :
t| —o0 +00 t| —o0 In(\2) t In(\s3) +0o0
+00 +00 +00
Y1, / Y2, )0 /‘ Y3 3 /
—00 —00 —00

La droite d’équation x = In(A2) (respectivement = = In(\3)) est asymptote & la courbe représentative
de o, en In(\2)~ (respectivement de ys3 1n(x,) en In(Az) ™).

Il reste & étudier le comportement précis des fonctions en +oo et —oo.

Rappel : pour chercher une éventuelle asymptote oblique & la courbe représentative d’une fonction f qui
tend vers une limite infinie en co, on cherche lim;_,», f(t)/t. Si cette limite vaut a € R*, on cherche en-
suite lim;_, f(t)—at. Si cette limite est encore finie et vaut b, alors on a donc lim;_. f(t)—(at+b) = 0,

ce qui signifie que la droite d’équation y = at + b est asymptote & f en oco.

Ici, on a d’abord immédiatement

lim y; 5 (t) —t=
t——o0

t——o00 )\16_t —1

lim

et donc la droite d’équation y = ¢ est asymptote en —oo & y;», (A1 # 0).

Ensuite, comme on a

on calcule aussi

yian(t)
t——+00 t

t——4o0

t—-+o00

1

li 1+—
e T e =)

1 j—
t—-+o00 )\16715 —1 N

lim y;,(t) —1xt= lim

=1

)

—1.

=0si M\ #0

On a donc obtenu limy— o y1.3,(t) — (t — 1) = 0 c’est-a-dire que la droite d’équation y = ¢ — 1 est

asymptote en +00 & y1 ;-

De méme, la droite y = ¢ — 1 est asymptote a ys ), en —oo et celle d’équation y = ¢ est asymptote a

Y3 25 €N +00.

Représentation de y, »,, avec \1 = —1
ar
y1
3t y=t
y=t-1
5l
il
0
al
Sl
-3
” ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-3 -2 -1 0 1 2 3

Représentation de ys , et ys3y,, avec \a = A3 =¢
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4. Pour chaque indice ¢ = 1,2 ou 3, on note C; 5, la courbe représentative de la solution y; »,.
Prenons déja i = 1. Montrons que la courbe Cy ,, pour un A; < 0 est I'image de la courbe C;, ;1 par
une translation dont on note (a,b) le vecteur et qu’on va déterminer.
Si M(t,y) appartient a la courbe image de C; _; par la translation de vecteur (a,b) alors, le point
N(t — a,y — b) appartient a C; 1, c’est & dire que les coordonnées de N vérifient I’équation de la
courbe. Ceci s’écrit encore y;,_1(t —a) =y — b, et donc

b 1
y—o= _6f(tfa)_1+t_a’
ou encore .
Donc le point M(t,y) appartient a la courbe C; 5, pour A\; = —e®, & condition aussi que —a + b = 0.

Cela donne donc a = In(—XA;) = b.

Conclusion : La courbe Cj ), est la translatée de la courbe Ci_; par la translation de vecteur
(In(—=A1),In(=A1)), pour Ay <0.

Le méme raisonnement avec ¢ = 2 ou ¢ = 3 prouve que la courbe Cy », est la translatée de la courbe
Co,1 par la translation de vecteur (In(Az2),In(A2)), et que la courbe Cs », est la translatée de la courbe
Cs1 par la translation de vecteur (In(Asz),In(A3)) pour Az, Az > 0.



