
Université Paris DesartesUFR de Mathématiques et Informatique45 rue des Saints-Pères 75006 Paris2011-2012 LICENCE L3 Probabilités 5Feuille d'exeries n◦5 : Convergenes des variables aléatoiresExerie 1 (Examen 2010) Soit (Xn)n∈N une suite de variables indépendantes, équidistribuées telleque X1 suit la loi exponentielle de paramètre α > 0. On note Sn = X1 + · · · + Xn.1. Justi�er la onvergene presque sûre de Sn/n vers 1/α.2. Justi�er le résultat suivant :
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dx.Exerie 2 (Examen 2009) Soit (Xn)n∈N\{0} une suite de variables aléatoires indépendantes et demême loi N (0, σ2) (σ > 0). On pose, pour tout entier n ≥ 1,
Sn = X1 + · · · + Xn, Zn =
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(S1 + · · · + Sn) .1. Quelle est la loi de Sn ?2. Etudier la onvergene presque sûre de la suite (Sn/n)n∈N\{0}.3. Caluler la fontion aratéristique de la variable aléatoire Zn.4. En déduire la onvergene en loi de la suite de terme général Zn vers la loi N (0, σ2/3).Exerie 3 Soit (Un)n∈N\{0} une suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi uniformesur l'intervalle [0; θ], où θ > 0. On pose θn = max1≤i≤n Ui, pour tout n ≥ 1.1. Caluler la fontion de répartition de θn.2. Montrer que (θn)n≥1 onverge presque sûrement, et déterminer sa limite. Indiation : On pourraaluler P(|θn − θ| > ε), pour ε > 0.3. Etudier la onvergene en loi de la suite de terme général n(θ − θn), n ≥ 1.Exerie 4 Soit (Un)n∈N\{0} une suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi uniformesur l'intervalle [0; 1]. Soit α > 0. Pour tout entier n ≥ 1, on pose

Xn = (U1 . . . Un)α/n , Yn = (Xneα)
√

n .1. Montrer que la suite (Xn) onverge presque sûrement vers une limite que l'on déterminera.2. Montrer que (Yn) onverge en loi vers une variable admettant une densité que l'on alulera.Exerie 5 Pour le seond tour de l'életion présidentielle française, deux andidats sont en lie. Uneproportion p de la population vote pour le andidat 1. En partiulier, une personne tirée au hasarddans la population votera pour le andidat 1 ave une probabilité de p. On e�etue un sondage sur1000 personnes hoisies de façon indépendante. On note Sn le nombre de personnes votant pour leandidat 1. Montrer que
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= 95%.(on rappelle que si X suit une loi N (0, 1), P(|X| ≤ 1.96) ≃ 95%.) Ave quelle préision estime-t-on psi on e�etue le sondage sur 1000 personnes ? 1


