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Probabilités 5

Feuille d’exercices n°4 : Vecteurs gaussiens

Exercice 1 Soit U = (XY, Z) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance K =

oS = N
[ N =
N = O

Déterminer les lois marginales du vecteur U.

Déterminer la fonction caractéristique du vecteur U.

Déterminer une densité du vecteur U, si elle existe.

Montrer que X et Z sont deux variables aléatoires indépendantes.

Déterminer la loi de la variable aléatoire S = aX + bY 4+ ¢Z o a,b,c € R.
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Exercice 2 (Ezamen janvier 2011) Soit X = '(Xj, X3) un vecteur aléatoire gaussien centré de
dimension 2 et de matrice de covariance :

K:(_ll —21>.

1. Déterminer les lois des variables X7 et X5.
2. La loi de X admet-elle une densité? Si oui, la calculer.

3. Soit a un réel. On définit le vecteur Y = ¢(Y7,Y2) de dimension 2 par

Y1 =X,
Yo = aXy + 2X5.

(a) Quelle est la loi de Y 7 Admet-elle une densité ?
(b) Les variables Y7 et Y5 sont-elles indépendantes ?

Exercice 3 (Ezamen janvier 2007) Soit X = *(X;, Xo, X3) un vecteur gaussien centré de matrice

1 0 -1
de covariance V = 0o 2 2
-1 2 5

1. Déterminer les lois des variables aléatoires réelles X, X5 et X3 ainsi que celles des couples
(X1, X2), (X2, X3) et (X1, X3).

2. Soit a € R. On définit le vecteur Y = ¥(Y1,Y5,Y3) par Y1 = X1 + X3, Yo = aXj + 2X, et
Y; = —Xo + Xs.

(
(
(c) Déterminer la loi du couple (Y1,Y3). Cette loi posséde-t-elle une densité sur R?? Si oui la
calculer.

a) Les variables Y7 et Y5 sont-elles indépendantes ?

)
b) A quelle condition sur «, les variables Y5 et Y3 sont-elles indépendantes ?
)



Exercice 4 Soit X une variable aléatoire valeurs dans R3, suivant une loi A'(0,I3). On définit la

1 1 1
matrice A = 1 -1 0
o 1 -1

1. Déterminer la loi du vecteur ¥ = AX.
2. Y admet-il une densité?

3. Montrer que les variables U = X7 + Xo + Xz et V = (X5 — X1)? + (X3 — X2)2 + (X3 — X;)?
sont indépendantes.

4. Si P est une matrice orthogonale de taille 3, quelle est la loi de PX ?

Exercice 5 Soit p > 1. Montrer que le vecteur aléatoire (X7, X3) de densité f définie par

£ ) 1 1 (pﬂ:% —2x120 + px%)
T1,T2) = ——=—=——exp | —5
2m\/p? — 1 2 p?—1
est gaussien.
Exercice 6 Soit X =(Z, X1, X, ...., X;;) un vecteur aléatoire gaussien tel que :

- E(Z) =0, Var(Z) =1
- Vi, 1<i<n, E(X;) =0, Var(X;) =1, Cov(Z,X;) =10
-V (i,7), 1<i<ji<n,  Cov(X;,X;)=0?
ol # est un nombre réel strictement compris entre -1 et 1.
X, —07
Ve
1. QuelleestlaloideY; (1 <i<n)?

2. Donner la matrice de covariance du vecteur aléatoire Y = (Z,Y1,Ys,...., Y3,).

On pose Y; =

3. Quelle est la loi de Y ? Montrer que cette loi admet une densité. Donner cette densité. En
déduire que la loi de X admet une densité que I’on donnera.

Exercice 7 Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles telles que :
- Xp=0.
- Vn>0 X, suit une loi normale centrée.
-V (n,m,p), 0<p<m<n,les variables X,, — X,,, et X, sont indépendantes.
- E[(Xy — Xn)? =n—msin>m>0.
1. Quelle est la fonction caractéristique de X,, — X,,, pour n > m > 07 En déduire sa densité de
probabilité.

2. Donner la fonction caractéristique du couple (X, X;, — X,,) pour n > m > 0. En déduire la
fonction caractéristique et la densité de probabilité du couple (X,,, X,,) pour n > m > 0.



