
Université Paris DesartesUFR de Mathématiques et Informatique45 rue des Saints-Pères 75006 Paris2011-2012 LICENCE L3 Probabilités 5Feuille d'exeries n◦4 : Veteurs gaussiensExerie 1 Soit U = t(X,Y,Z) un veteur gaussien entré de matrie de ovariane K =





2 1 0
1 2 1
0 1 2



.1. Déterminer les lois marginales du veteur U .2. Déterminer la fontion aratéristique du veteur U .3. Déterminer une densité du veteur U , si elle existe.4. Montrer que X et Z sont deux variables aléatoires indépendantes.5. Déterminer la loi de la variable aléatoire S = aX + bY + cZ où a, b, c ∈ R.Exerie 2 (Examen janvier 2011) Soit X = t(X1,X2) un veteur aléatoire gaussien entré dedimension 2 et de matrie de ovariane :
K =

(

1 −1
−1 2

)

.1. Déterminer les lois des variables X1 et X2.2. La loi de X admet-elle une densité ? Si oui, la aluler.3. Soit a un réel. On dé�nit le veteur Y = t(Y1, Y2) de dimension 2 par
{

Y1 = X1,

Y2 = aX1 + 2X2.(a) Quelle est la loi de Y ? Admet-elle une densité ?(b) Les variables Y1 et Y2 sont-elles indépendantes ?Exerie 3 (Examen janvier 2007) Soit X = t(X1,X2,X3) un veteur gaussien entré de matriede ovariane V =





1 0 −1
0 2 2
−1 2 5



.1. Déterminer les lois des variables aléatoires réelles X1, X2 et X3 ainsi que elles des ouples
(X1,X2), (X2,X3) et (X1,X3).2. Soit α ∈ R. On dé�nit le veteur Y = t(Y1, Y2, Y3) par Y1 = X1 + X3, Y2 = αX1 + 2X2 et
Y3 = −X2 + X3.(a) Les variables Y1 et Y2 sont-elles indépendantes ?(b) A quelle ondition sur α, les variables Y2 et Y3 sont-elles indépendantes ?() Déterminer la loi du ouple (Y1, Y3). Cette loi possède-t-elle une densité sur R

2 ? Si oui laaluler. 1



Exerie 4 Soit X une variable aléatoire valeurs dans R
3, suivant une loi N (0, I3). On dé�nit lamatrie A =





1 1 1
1 −1 0
0 1 −1



1. Déterminer la loi du veteur Y = AX.2. Y admet-il une densité ?3. Montrer que les variables U = X1 + X2 + X3 et V = (X2 − X1)
2 + (X3 − X2)

2 + (X3 − X1)
2sont indépendantes.4. Si P est une matrie orthogonale de taille 3, quelle est la loi de PX ?Exerie 5 Soit ρ > 1. Montrer que le veteur aléatoire (X1,X2) de densité f dé�nie par

f(x1, x2) =
1

2π
√

ρ2 − 1
exp(−1

2

(

ρx2

1
− 2x1x2 + ρx2

2

)

ρ2 − 1

)est gaussien.Exerie 6 Soit X = t(Z,X1,X2, ....,Xn) un veteur aléatoire gaussien tel que :� E(Z) = 0, Var(Z) = 1� ∀ i, 1 ≤ i ≤ n, E(Xi) = 0, Var(Xi) = 1, Cov(Z,Xi) = θ� ∀ (i, j), 1 ≤ i < j ≤ n, Cov(Xi,Xj) = θ2où θ est un nombre réel stritement ompris entre -1 et 1.On pose Yi =
Xi − θZ√

1 − θ2
.1. Quelle est la loi de Yi (1 ≤ i ≤ n) ?2. Donner la matrie de ovariane du veteur aléatoire Y = (Z, Y1, Y2, ...., Yn).3. Quelle est la loi de Y ? Montrer que ette loi admet une densité. Donner ette densité. Endéduire que la loi de X admet une densité que l'on donnera.Exerie 7 Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles telles que :� X0 = 0.� ∀ n > 0 Xn suit une loi normale entrée.� ∀ (n,m, p), 0 ≤ p ≤ m ≤ n, les variables Xn − Xm et Xp sont indépendantes.� E

[

(Xn − Xm)2
]

= n − m si n > m ≥ 0.1. Quelle est la fontion aratéristique de Xn − Xm pour n > m > 0 ? En déduire sa densité deprobabilité.2. Donner la fontion aratéristique du ouple (Xm,Xn − Xm) pour n > m > 0. En déduire lafontion aratéristique et la densité de probabilité du ouple (Xm,Xn) pour n > m > 0.
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