
Université Paris DesartesUFR de Mathématiques et Informatique45 rue des Saints-Pères 75006 Paris2011-2012 LICENCE L3 Probabilités 5Feuille d'exeries n◦3 : Fontions aratéristiquesExerie 1 (Fontions aratéristiques de quelques lois ontinues usuelles) Caluler la fontion a-ratéristique de la variable aléatoire X dans les as suivants, et retrouver l'espérane de X, si elleexiste.1. X suit une loi uniforme sur l'intervalle [−a; a], ave a > 0.2. X suit une loi exponentielle de paramètre λ > 0.3. X suit une loi de Laplae de paramètres (1, λ), aussi appelée loi exponentielle symétrique, etdont une densité est f : x 7→ λ
2
e−λ|x|, ave λ > 0.Exerie 2 (Loi symétrique et parité de la fontion aratéristique) Soit X une variable aléatoireréelle et ΦX sa fontion aratéristique.1. Montrer que ΦX est paire si et seulement si elle est réelle.2. Montrer que ΦX est paire si et seulement si X est symétrique (X loi

= −X). Dans e as montrerque ΦX(t) = E (cos (tX)) pour tout t ∈ R.3. Les fontions suivantes peuvent-elles être des fontions aratéristiques de variables réelles ? Sioui déterminer la loi de la variable assoiée : t 7→ ei|t| et t 7→ a cos(t) + b sin(t), ave a, b ∈ R.Exerie 3 (Fontion aratéristique de la somme de deux v.a. indépendantes et premières applia-tions)1. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes, dé�nies sur un même espae de probabilitéet dont les fontions aratéristiques sont respetivement ΦX et ΦY .Montrer que la fontion aratéristique ΦX+Y de X + Y est telle que, pour tout t réel,
ΦX+Y (t) = ΦX(t)ΦY (t).2. Déterminer la loi de la somme de deux variables aléatoires indépendantes X et Y suivant deslois normale N (0, α2) et N (0, β2) ave α, β ∈ R. On rappelle que la fontion aratéristique de

X est donnée par ΦX(t) = e−α2t2/2, t ∈ R.3. (Extrait du Partiel 2010) Soient X1, . . . ,Xn (n ∈ N\{0}) des variables aléatoires réelles indé-pendantes telles que pour tout i ∈ {1, . . . , n}, Xi suit une loi exponentielle de paramètre λi(λi > 0).(a) Quelle est la loi du veteur aléatoire (X1, . . . ,Xn) ?(b) Soit S = X1 + · · · + Xn. Caluler la fontion aratéristique de la variable S.Exerie 4 (Loi de Cauhy) Soit X une variable réelle de loi C(a) (a > 0), loi de Cauhy de paramètre
a, 'est à dire de densité

∀x ∈ R, fX(x) =
a

π(a2 + x2)
.
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1. Déterminer la fontion aratéristique de la variable X. On pourra utiliser la question 3. del'exerie 1 et la formule d'inversion de Fourier : si ΦY , la fontion aratéristique d'une variable
Y de densité fY , est intégrable, alors pour tout x ∈ R fY (x) = 1

2π

∫

R
e−itxΦY (t)dt.2. Soit Y variable indépendante de X de loi C(b) (b > 0). Montrer que X + Y suit la loi C(a + b).3. Soit α > 0. Quelle est la loi de αX ?4. On suppose maintenant que X et Y sont des variables réelles telles que la fontion aratéristiquede X + Y est égale au produit des fontions aratéristiques de X et de Y . Peut-on dire que Xet Y sont indépendantes ?Exerie 5 Soit D = [−1; 1]2. Soit f la fontion dé�nie sur R

2 par
∀(x, y) ∈ R

2, f(x, y) = (1/4)1D(x, y)
[

1 + xy
(

x2 − y2
)]

.1. Véri�er que la fontion f est une densité de probabilité sur R
2. Dans la suite, on onsidère

(X,Y ) ouple de variables aléatoires de densité f .2. Caluler les lois marginales ainsi que la loi de Z = X + Y .3. (a) Soit U une variable aléatoire de densité fU paire. Montrer que sa fontion aratéristique
ΦU véri�e,

∀t ∈ R, ΦU (t) = 2

∫ ∞

0

cos(tu)fU (u)du.

(b) En déduire les fontions aratéristiques ΦX de X, ΦY de Y , et ΦZ de Z. En déduire aussique ΦZ = ΦXΦY .4. Caluler la ovariane de X et de Y .5. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ? Que peut-on onlure ?
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