
Université Paris DesartesUFR de Mathématiques et Informatique45 rue des Saints-Pères 75006 Paris2011-2012 LICENCE L3 Probabilités 5Feuille d'exeries n◦1 : Variables aléatoires à densité.Exerie 1 Calul de lois : transformations de lois uniforme.1. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [0; 1]. Déterminer la loi de la variable
Y = aX + b, ave a, b ∈ R.2. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [−1; 3/2]. Déterminer la loi de lavariable Y = X2.3. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [−1; 1]. Déterminer la loi de la variable
Y = exp

(

1

X

).4. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [0;π]. Déterminer la loi de la variable
Y = sin(X).Exerie 2 Soit a un réel et f : R → R dé�nie pour x ∈ R par f(x) = a 2−x

1x>0 + a 2x
1x≤0.1. Pour quelle valeur de a, f est-elle la densité d'une loi de probabilité d'une variable X ?2. Donner la fontion de répartition de X.3. Soit Y la variable aléatoire donnée par : Y = 2X . Donner la fontion de répartition de Y etaluler l'espérane E(Y ) si elle existe.Exerie 3 Soit, pour x ∈ R, f(x) = a x2 e−

x2

3 1x>0.1. Déterminer a pour que f soit la densité d'une variable aléatoire X.2. Donner la fontion de répartition FX de X et déterminer la probabilité P(X > 1).3. Caluler l'espérane E(X).Exerie 4 Soit a un réel et f : R → R dé�nie pour x ∈ R par f(x) = a (x − 2)1]−1;2](x).1. Pour quelle valeur de a, f est-elle la densité d'une loi de probabilité d'une variable X ?2. Soit Y la variable aléatoire donnée par : Y = |X|. Déterminer la loi de Y .Exerie 5 Soit X une variable aléatoire de densité f : x 7→ x
σ2 exp

(

− x2

2σ2

)

1{x≥0}, où σ désigne unréel stritement positif.1. Caluler la probabilité P(−1 ≤ X ≤ 1).2. Caluler l'espérane et la variane de X.3. Caluler la loi des variables U = X2 et V = X2 − 2.Exerie 6 Loi de Laplae. Soit f : R → R dé�nie, pour x ∈ R, par f(x) = k e
− |x−λ|

µ où λ ∈ R et
µ > 0. 1



1. Trouver la onstante k pour que la fontion f soit la densité d'une loi de probabilité d'unevariable X.Donner la fontion de répartition de X.2. On pose Y =
X − λ

µ
. Donner la loi de Y appelée première loi de Laplae normalisée.Caluler l'espérane et la variane de Y , en déduire elles de X.Exerie 7 Transformation de la loi de Cauhy. Soit X une variable aléatoire suivant une loi deCauhy de densité f(x) =

1

π(1 + x2)
(x ∈ R). Déterminer les lois des variables suivantes : 1

X
, 1 + X

1 − X
,

X2 et 1 − X2

1 + X2
.Exerie 8 Loi Gamma (premières propriétés). On dé�nit la fontion Gamma par

Γ : x 7→
∫ ∞

0
tx−1e−tdt.et, pour deux paramètres p, θ > 0, la fontion

fp,θ : t 7→ θp

Γ(p)
e−θttp−1

1t>0.1. (Rappels sur la Fontion Gamma)(a) Justi�er que la fontion Γ est bien dé�nie sur R
∗
+.(b) Montrer que Γ(x + 1) = xΓ(x), pour tout x > 0.() En déduire que pour tout n ∈ N, Γ(n + 1) = n!.2. (Loi Gamma : premières propriétés)(a) Montrer que fp,θ dé�nit bien une densité d'une loi de probabilité sur R. On l'appelle loiGamma, notée γ(p, θ).(b) Caluler l'espérane et la variane d'une variable aléatoire X suivant la loi γ(p, θ).3. (Liens ave la loi normale) Soit Z une variable aléatoire N (0, 1). Caluler une densité de lavariable Z2. Quelle est la loi de Z2 ? Montrer aussi que Γ(1/2) =

√
π.Exerie 9 Loi de Pareto. Soit X une variable aléatoire de loi de Pareto de paramètres α > 0 et

θ > 0, de densité :
f : x 7→ K(α, θ)

xα+1
1]θ;∞[(x),où K(α, θ) est une onstante de normalisation.1. Déterminer la onstante K(α, θ).2. Déterminer la fontion de répartition de la variable X.3. Caluler les moments de X lorsqu'ils sont �nis. Donner sa variane, quand elle existe.4. On pose Y = α ln(X/θ). Déterminer la loi de Y .5. Soient X1, . . . ,Xn n variables indépendantes de même loi de Pareto de paramètres α et θ.Trouver la loi de Z = min{X1, . . . ,Xn}.
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