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PROBLEME Quelques propriétés de la loi normale
On rappelle qu'une variable aléatoire X suit la loi normale centrée réduite, notée N (0, 1) si elle admet une

densité donnée par
x

2
Ve e R, fx(x)= \/%exp <_%52> .

1. Soit X une variable aléatoire de loi (0, 1).
(a) Quelle est laloide Y =aX +b (a,b € R, a#0).
(b) Calculer, par récurrence, les espérances E[X"], n > 1. En déduire Var(X).
(c) On note Fx la fonction de répartition de X. Exprimer Fx(—t) en fonction de Fx(t), pour tout
te R
(d) Soit Z = X? + 2X. Déterminer la loi de Z.

2. Soient X et Y deux variables indépendantes de méme loi N'(0,1).
(a) Déterminer la loi de T'=Y/X. Cette variable admet-elle un espérance ?
(b) Soit p = VX2 +Y?2 et § = arctan(Y/X). Déterminer la loi du couple (p,6). Retrouver la loi de

Y/ X a partir de la loi de 6.

(c) Montrer que les variables X +Y et X —Y sont indépendantes.

3. Soit W une variable de loi exponentielle de paramétre 1/2, et V' une variable de loi uniforme sur [0; 27},
indépendante de W. Soit X = vIW cos(V) et Y = v/W sin(V). Montrer que X et Y sont deux variables
indépendantes de méme loi N'(0,1).

EXERCICE (Exzxtrait de l’examen de rattrapage de juin 2011)
Soit A > 0. On consideére la fonction f de R? dans R définie par

)\4
(z,y) € R?, f(z,y) = Ta" exp(=Ay) Locacy}-

1. Vérifier que la fonction f est une densité de probabilité.

2. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires de densité f. Déterminer les lois marginales. Les variables
X et Y sont-elles indépendantes 7



