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i
es n◦3 : Variables aléatoires sur un espa
e dénombrable.Exer
i
e 1 On lan
e une fois un dé non pipé.1. On suppose que l'on reçoit 15 euros si on obtient 1, rien si on obteint 2, 3 ou 4, et 6 euros si onobtient 5 ou 6. Soit G la variable aléatoire égale au gain de 
e jeu. Quelle est la loi de G ? Quevaut le gain moyen ?2. On suppose maintenant qu'on gagne 27 euros pour un 1 et rien sinon. Préfèrez-vous jouer aupremier jeu ou à 
elui-
i ? (Justi�ez !)Exer
i
e 2 On lan
e trois fois de suite un dé non pipé.1. Dé
rire l'espa
e des observations asso
ié à 
ette expérien
e.2. Soit X la variable aléatoire 
orrespondant au nombre de valeurs distin
tes obtenues (par exemple,
X((1, 6, 6)) = 2 et X((1, 4, 3)) = 3). Déterminer la loi de X et son espéran
e.Exer
i
e 3 On joue n fois à pile ou fa
e ave
 une piè
e équilibrée. On représente l'expérien
e par

Ωn = {0, 1}n ("1" pour pile et "0" pour fa
e). De plus, on gagne +1 quand on fait "pile" et on perd
−1 quand on fait "fa
e". On note, pour k = 1, . . . , n, Sk la variable égale au nombre de "pile" dansles k premiers lan
ers, et Gk la variable égale au gain (positif ou négatif) au bout de k lan
ers.1. Donner la loi de Sk.2. (a) Quelles valeurs peut prendre Gk ?

(b) Montrer que Gk = 2Sk − k.
(c) Montrer que

P(Gk = l) =

{

(

k
l+k

2

)

2−k si |h| ≤ k et k + h pair,
0 sinon.Exer
i
e 4 Soient n ≥ 2 un entier, et X1,X2 deux variables dé�nies sur le même espa
e de probabi-lité, indépendantes, de même loi uniforme sur l'ensemble {1, 2, . . . , n}. Soient a ∈ {1, 2, . . . , n} et Yala variable dé�nie par

∀ω ∈ Ω, Ya(ω) =

{

X1(ω) si X2(ω) ≤ a,

X2(ω) si X2(ω) > a.1. Déterminer la loi de Ya.2. (a) Cal
uler E[Ya], la 
omparer à E[X1] et justi�er que
E[Ya] =

1

2n

(

5

4
n2 + n −

(

a −
n

2

)2
)

.

(b)En déduire la valeur de a pour laquelle E[Ya] est maximale.Exer
i
e 5 Soit X une variable aléatoire de loi géométrique de paramètre p ∈]0; 1[, et m ∈ Z une
onstante. On pose Y = min(X,m). Quelles valeurs peut prendre Y ? Donner sa loi.1



Exer
i
e 6 (Loi de Pas
al ou bin�miale négative) On lan
e plusieurs fois de suite une piè
e demonnaie dont la probabilité de tomber sur "pile" vaut p. Soit X la variable égale au nombre delan
ers né
essaires jusqu'à obtenir r fois "pile", ave
 r �xé à l'avan
e.1. Donner la loi de X.2. Justi�er qu'on peut é
rire X = X1+X2+· · ·+Xr où X1, . . . ,Xr sont des variables indépendanteset de même loi que l'on pré
isera. En déduire l'espéran
e de X.Exer
i
e 7 Une ba
térie a la probabilité p d'être tou
hée par un laser. On envoie un rayon laser parse
onde. La ba
térie ne meurt que quand elle est tou
hée r fois (r ∈ N\{0}).Déterminer la loi de X, la variable égale à la durée de vie de la ba
térie. Déterminer également sonespéran
e de vie.Exer
i
e 8 Soit X une variable à valeurs entières de fon
tion génératri
e GX : s 7→ a exp(1 + s2),
a ∈ R.1. Cal
uler la valeur de a.2. Donner la loi de X.3. Cal
uler son espéran
e et sa varian
e.Exer
i
e 9 Soit X une variable aléatoire de loi bin�miale de paramètres n ∈ N\{0} et p ∈]0; 1[. Lesrésultats de X sont a�
hés sur un 
ompteur, mais 
elui-
i est détraqué :� pour X 6= 0, le 
ompteur a�
he bien X.� pour X = 0, le 
ompteur a�
he un nombre 
hoisi au hasard entre 1 et n.Déterminer la loi de la variable aléatoire Y égale au résultat a�
hé sur le 
ompteur. Cal
uler l'espé-ran
e de Y et véri�er que E[Y ] ≥ E[X].
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