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EX 1.
On définit l’application S : pour tout (P,Q) ∈ R[X], S(P,Q) =

∫ 1

0

P (x)Q(x)dx.

1. Montrer que S est un produit scalaire.
2. Donner une base orthonormée de R2[X] pour ce produit scalaire.
3. Calculer

min
a,b∈R

∫ 1

0

(x
2 − ax− b)

2
dx.

Indication : traduire le problème en terme de distance à un sous-espace.

EX 2.
On définit l’application ϕ : (A,B) ∈ Mn(R)2 7→ Tr(ABt).
1. Montrer que ϕ est un produit scalaire. On note ‖.‖ la norme associée.
2. Montrer que pour tout A ∈ Mn(R), |Tr(A)| ≤

√
n‖A‖.
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EX 1.
Soit E = C0([0; 1],R). On définit pour f, g ∈ E, 〈f, g〉 =

∫ 1

0

f(t)g(t)dt.

1. Montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire.

2. Soit f ∈ E, et pour n ≥ 1, In =

∫ 1

0

f
n
(t)dt. Montrer que I2

n ≤ In−1In+1.

3. Calculer le minimum de l’ensemble {∫ 1

0

f
2
(t)dt, f ∈ E,

∫ 1

0

f(t)dt = 1

}
.

EX 2.
Soient (E, 〈., .〉) espace euclidien, et p ∈ L(E). Montrer l’équivalence entre les deux assertions suivantes :

1. p est un projecteur orthogonal.
2. p ◦ p = p et ∀x ∈ E, ‖p(x)‖ ≤ ‖x‖.
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EX 1.
On définit sur R3 l’application

S : (x, y, z), (x
′
, y
′
, z
′
) 7→ xx

′
+ yy

′
+ zz

′
+

1

2
(xy
′
+ x
′
y + xz

′
+ x
′
z + yz

′
+ y
′
z).

1. Montrer que S est un produit scalaire, donner la norme associée.
2. Appliquer le procédé d’orthonormalisation à la base canonique de R3.
EX 2.
Soit ϕ : (P,Q) ∈ R2[X] 7→ P (0)Q(0) + P ′(0)Q′(0) + P ′′(0)Q′′(0).
1. Montrer que ϕ est un produit scalaire.
2. Soit F = Vect(1 + X + X2, 1−X + X2). Décrire l’espace F⊥.
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