M.P.S.1., Colles, Semaine 16, Sujet 1.

EX 1.

1. Soient A, B deux parties de R, non vides et bornées telles que A C B. Comparer inf A, sup A, inf B, sup B.

2. Soit (un)nen une suite bornée. Soit, quel que soit n € N, v,, = sup{up, p > n}, et v, = inf{up, p > n}. Etudier la monotonie de chacune de ces deux
suites.

EX 2.
n—1
. k
Montrer que pour tout € R, pour tout n € N*, Z E (m + 7) = E(nz).
n
k=0
EX 3.
Soient k un entier supérieur ou égal & 1. et (ap)r=1,...,n des réels tels que 0 < a3 < --- < ap. On pose pour tout = €]0;1[ et pour k € {1,...,n},

fr(x) = k. Montrer que la famille de fonctions (fx)re{1,...,n} est libre.
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EX 1.
Les deux questions sont indépendantes.
1. Soient A, B deux parties de R, non vides et majorées. Montrer que A U B admet une borne supérieure et que sup(A U B) = maxz(sup(A), sup(B)).
2. Justifier 'existence et calculer : L 1 L
inf{(a;l + a2+ -+ xp) <—+—+~~~+—> S Tlye-e Ty >O},

T T2 Tn
ou n est un entier naturel pair non nul.
EX 2.
Soient a < b deux nombres réels. Montrer que card([a,b] NZ) = E(b) + E(1 — a). On distinguera les cas a € Z et a ¢ Z.
EX 3.
Soient E, F' deux espaces vectoriels, et f € L(E, F).
1. Montrer que Ker(f) C Ker(f?).
2. Montrer que Ker(f) = Ker(f?) si et seulement si Im(f) N Ker(f) = {0}.
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EX 1.
Les deux questions sont indépendantes.
1. Soient A, B deux parties de R, non vides et majorées. On note A+ B = {a + b, (a,b) € A X B}. Montrer que A + B admet une borne supérieure et que
sup(A + B) = sup(A) + sup(B).
2. Justifier I’existence et calculer : |
mf{( 1) -‘,—n+1,n6N}.
EX 2.
Soit n € N*.
1. Montrer qu’il existe (a,,b,) € N*, tel que (2 + v3)™ = an + b, V3 et 3b2 = a2 — 1.
2. Montrer que E((2 + V/3)™) est un entier impair.

EX 3.
Soit R, [X] I’ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal & n. Soit U € L(R,[X]), définie par U(P)(X) = P(X + 1) pour P € R, [X]. Donner la
matrice de U dans la base (1, X, X2,..., X™), ainsi que son inverse.
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EX 1.

1. Soient A, B deux parties de R, non vides et bornées telles que A C B. Comparer inf A, sup A, inf B, sup B.

2. Soit (un)nen une suite bornée. Soit, quel que soit n € N, v,, = sup{up, p > n}, et v, = inf{up, p > n}. Etudier la monotonie de chacune de ces deux
suites.

EX 2.
n—1 k
Montrer que pour tout = € R, pour tout n € N*, Z E (:1: + 7) = E(nz).
n
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EX 3.
Soient k un entier supérieur ou égal & 1. et (ag)r=1,...,n des réels tels que 0 < a; < --- < ayp. On pose pour tout =z €]0;1[ et pour k € {1,...,n},

frx(z) = k. Montrer que la famille de fonctions (fx)re{1,...,n} est libre.
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EX 1.

Les deux questions sont indépendantes.

1. Soient A, B deux parties de R, non vides et majorées. Montrer que A U B admet une borne supérieure et que sup(A U B) = maz(sup(A), sup(B)).
2. Justifier I’existence et calculer :

1 1 1
inf{(ﬂc1+x2+-~+xn)<7+:+~-~+7>,x1,-~-,xn>0}7
xT1 2 In

oll n est un entier naturel pair non nul.

EX 2.

Soient a < b deux nombres réels. Montrer que card([a,b] N Z) = E(b) + E(1 — a). On distinguera les cas a € Z et a ¢ Z.
EX 3.

Soient E, F deux espaces vectoriels, et f € L(E, F).

1. Montrer que Ker(f) C Ker(f2).

2. Montrer que Ker(f) = Ker(f?) si et seulement si Im(f) N Ker(f) = {0}.
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EX 1.

Les deux questions sont indépendantes.

1. Soient A, B deux parties de R, non vides et majorées. On note A+ B = {a + b, (a,b) € A x B}. Montrer que A + B admet une borne supérieure et que
sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

2. Justifier I’existence et calculer :

, 1
inf{ (—=1)" + —— Njp.
in {( ) +n+1,n6 }

EX 2.

Soit n € N*.

1. Montrer qu’il existe (a,,b,) € N*, tel que (2 + v3)™ = an + b, V3 et 3b2 = a2 — 1.
2. Montrer que E((2 + v/3)™) est un entier impair.

EX 3.
Soit R, [X] I’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n. Soit U € L(R,[X]), définie par U(P)(X) = P(X + 1) pour P € R,[X]. Donner la
matrice de U dans la base (1, X, X?2,...,X™), ainsi que son inverse.



