M.P.S.1., Colles, Semaine 15, Sujet 1.

EX 1.
. i _ a+b 3a
Soit E := {J\I(a,b)_( 2%, atb ),a,bER}.
1. Montrer que E est un sous espace vectoriel de M3 (R). Donner une base de E.
2. Montrer que la multiplication est interne dans E.

EX 2.
n
Soient K un corps, n € N*. Pour A € M, (K), A = (aij)i je{1,...,n}> on note Tr(A) = Za“'

i=1
1. Montrer que Tr est une forme linéaire sur M,, (K).
2. Montrer que pour A, B € M, (K), Tr(AB) = Tr(BA). En déduire que si A = P~ 'BP,ou P e GL,(K), Tr(A) = Tr(B).

1 0 0 1 0 0
3. Soient A = -2 1 1 et pour t € R, M(t) = 0 cosh(t) sinh(t) |].Existe-t-il P € GL,(R) A= P *M(t)P?
3 1 1 0 sinh(t) cosh(t)

4. Soient A, B € M, (C) telles que A% = B2 = J,,. On suppose aussi que A et B anticommutent, c’est & dire AB = —BA.
— Montrer que Tr(A) = Tr(B) = 0.
— Soit C = iAB. Montrer que C? = I,, et que C anticommute avec A et B.

M.P.S.1., Colles, Semaine 15, Sujet 2.

EX 1.
Soit A = ( ;1 34 ) Soit aussi I'application
u MQ(]R) g MQ(R)
M +— AM

1. Montrer que u est un endomorphisme de Mz (R).
2. Donner la matrice de u dans la base de M2(R) constituée des matrices élémentaires.
3. Déterminer Ker(u) et Im(u) (ie en donner des bases).

EX 2. ,
Soient K un corps, n € N*. On rappelle que pour M = (mi;); je(1,....n} € Mn(R), on note Tr(M) = Zm”_

i=1
Soient A, B € M, (R). On suppose pour tout X € M, (R), Tr(AX) = Tr(BX). Montrer que A = B.
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EX 1.
a b ¢

Soit E := ¢ M(a,b,c) = c a b ,a,b,c€R
b ¢ a

1. Montrer que E est un sous espace vectoriel de Mgz (R). Donner une base de E.
2. Montrer que la multiplication est interne dans E.

0 1 0

3. Soit U = ( 0 0 1 |.Soit u € £(C®) tel que la matrice de u dans la base canonique de C° est uw. Donner la matrice de u dans la base
1 0 O

g ={(1,1,1);(1,5,5%); (1, 5%, 5)}-

EX 2.

Soient K un corps, n,p, m,q € N*. On note E;; I’élément de M, ,(K) dont tous les éléments sont nuls sauf celui d’indice (%, ) qui vaut 1.

1. Soient A € My, »n(K) et B € My, 4(K). Déterminer AE;; et E;;B.

2. Soit M € M, (K) tel que pour tout z € M,,(K) on a MX = X M. Montrer qu’il existe A € K tel que M = AI,,. Que dire de la réciproque ?



