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EX 1.
(Question de cours) Quels sont les sous groupes de (Z, +) ? Démontrer le résultat.
EX 2.

Soit p un nombre premier.
1. Montrer que p divise le coefficient binomial (IIZ) pour tout k € {1,2,...,p—1}.

2. Soient a et b des entiers. Montrer que (a + b)? — a? — bP est un multiple de p. En déduire que (a + 1) — (aP + 1) est un multiple de p.
3. Soit a un entier. Montrer par récurrence sur a que a” — a est un multiple de p.

EX 3.

Soit P, (z) = anz™ + ap—12"~
alors s divise a, et r divise ag.

T4+ ag, ou les a; sont des entiers. Montrer que si P,, admet une racine rationnelle r/s avec r et s premiers entre eux,
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EX 1.
(Question de cours) Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers.
EX 2.

On définit la suite de Fibonacci (Fp)nen par Fo =0, F1 = 1 et pour tout n € N,
Fpyo = Fpi1 + Fy.

1. Montrer que pour tout n > 1, F,, est premier avec Fj,41.

2. Montrer que pour tout m < n, Fy, = Fry 41 Fn_m + Fp Fry—y—1. On pourra raisonner par récurrence sur m, avec n fixé.
3. Soit m < n. Montrer que le pged de F,, et F,, est le méme que celui de F,, et F,,_,.

4. En déduire que le pged de F,, et F),, est Fy ou d est le pged de m et n.
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EX 1.
(Question de cours)
1. Enoncer et démontrer le lemme de Gauss.
2. Application : Soient a, b, c des entiers tels que b divise a, ¢ divise a. On suppose b et ¢ premiers entre eux. Montrer que bc divise a.
EX 2.
On définit application o de N dans N :

vn €N, o(n) = d.

d|n

On dit qu’un entier n est parfait si o(n) = 2n.

1. Vérifier que 6 et 28 sont parfaits.

2. Calculer o(p) et o(p®) ot p est premier et k € N.

3. Montrer que o(p*q') = o(p*)o(¢') pour p et ¢ premiers distincts et k, I € N. On admet que on peut en déduire o(mn) = o(m)o(n) pour n et m premiers
entre eux.

4. Soit n = 2p71(2p — 1) ou 'on suppose que p et 2P — 1 sont premiers. Montrer que n est parfait.

5. Le but de cette question est de montrer la réciproque. Soit n un nombre parfait pair. On écrit n = 2'm ou t entier strictemement positif et m impair.
- Montrer que 2'71m = (21 — 1)o(m), et m = (2T — 1)M o M € N.

- En déduire o(m) = m + M, puis M = 1 et conclure quant a la forme de n.
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EX 1.
(Question de cours) Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers.
EX 2.

On définit la suite de Fibonacci (Fy,)nen par Fo = 0, Fy = 1 et pour tout n € N,
Frnyo=Fni1 + Fp.

1. Montrer que pour tout n > 1, F,, est premier avec F,41.

2. Montrer que pour tout m < n, Fy, = Fpyy1Fy—pm + Fpy Fru—m—1. On pourra raisonner par récurrence sur m, avec n fixé.
3. Soit m < n. Montrer que le pged de F,, et F,, est le méme que celui de F), et Fy,_,.

4. En déduire que le pged de F,, et F,, est Fy ou d est le pged de m et n.
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EX 1.

(Question de cours)

1. Enoncer et démontrer le lemme de Gauss.

2. Application : Soient a, b, ¢ des entiers tels que b divise a, ¢ divise a. On suppose b et ¢ premiers entre eux. Montrer que bc divise a.
EX 2.

On définit 'application o de N dans N :

vn €N, o(n) = Zd.

d|n
On dit qu’un entier n est parfait si o(n) = 2n.

1. Vérifier que 6 et 28 sont parfaits.

2. Calculer o(p) et o(p®) ol p est premier et k € N.

3. Montrer que o(p*q') = o(p*)o(¢') pour p et ¢ premiers distincts et k,I € N. On admet que on peut en déduire o(mn) = o(m)o(n) pour n et m premiers
entre eux.

4. Soit n = 27’_1(27’ — 1) ou I’on suppose que p et 2P — 1 sont premiers. Montrer que n est parfait.

5. Le but de cette question est de montrer la réciproque. Soit n un nombre parfait pair. On ’écrit n = 2'm ou t entier strictemement positif et m impair.
- Montrer que 2t 'm = (271 — 1)o(m), et m = (27! —1)M ou M € N.

- En déduire o(m) = m + M, puis M = 1 et conclure quant a la forme de n.



