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Partie 1. Statistique paramétrique (S. Pergamenchtchikov)

1. Régression simple (6 points).
1. Donner la définition du modéle de régression simple.

2. On considére le modéle de régression simple avec un bruit de loi gaussienne. Construire
un test de niveau 0 < a < 1 pour vérifier si a; = 1 ou non.

2. Régression multiple (4 points).

1. Donner la définition du modéle de régression multiple.

2. On considére un modéle de régression multiple d’ordre 3. Construire l'estimateur des
moindres carrés pour les parametres a, as et ay + 2as.

Partie 2. Statistique non-parametrique (G. Chagny)

Dans la suite, X7q,...,X,, désigne un échantillon de variables aléatoires réelles indépendantes
indentiquement distribuées de densité inconnue f par rapport a la mesure de Lebesgue sur R et
de fonction de répartition F' (inconnue également).

3. Questions de cours (3 points).

1. Rappeler la définition de l'estimateur a noyau fh de la densité f, associé & un noyau
K :R — R et a une fenétre h > 0.

2. Soit zg € R et MSE, (fn) = E[(fa(xo) — f(20))?] le risque quadratique au point .
Donner (sans démonstration), une majoration de MSE,,(fr), ainsi que les hypothéses
pour obtenir ce résultat.

3. La figure ci-dessous représente le risque MSE,,( fh) en fonction de la fenétre h de l'es-
timateur (courbe obtenue & partir de simulations). Pouvez vous expliquer la forme de la
courbe ? Comment choisir la fenétre h de I'estimateur ?
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4. Estimation par projection pour la fonction de répartition (7 points).
Voici les notations utilisées dans la suite.
Norme. Pour A = R ou A = [0;1], on note ||.[[12(4) la norme usuelle de L?*(A), c’est-a-dire
I9llz2(a) = ([, g*(x)dx)'/2, pour g € L2(A).
Sous-espace de projection. Soit D > 0 un entier, et pour tout j € {1,..., D},
03(r) = VD1 (), w € [0:1]
Soit Sp = Span{¢1,...,¢p}, et I, F la projection orthogonale de F' sur Sp. On rappelle
D 1
que g, F' = 375", 05, avec 0; = [ F(x)p;(x)dz.

Estimateur. On considére I'estimateur suivant pour F' :
Fo— Sy, with 6 — Z/ 03 (5 Lx <z, § > 1.
7=1
1. Le but de cette question est d’étudier le risque quadratique intégré de Fp, défini par
MISE(Fp) = E [||FD - F||%2([0;1])] .

(a) Calculer E[f;], pour j € {1,...,D}. En déduire que E[Fp(z)] = IIs, F(z) pour & €
0,1].
(b) Justifier que

MISE(Fp) = |F = s, F|| 720 + E [HFD - HSDF||%2([0;1])] :

(¢) Prouver que

i 2
. A 2 (P11
vje{l,...,D}, (9j—9j) g/ <n21xigz—F(ﬂs)) dz.
D i=1

(d) En déduire que
MISE(FD) < ||F - HSDFH%Z([O;I]) +

2. Que peut-on conclure quant au meilleur choix possible de la dimension D ? Connaissez
vous un autre estimateur de la fonction de répartition F' qui permette de justifier ce

phénomeéne ?

3. Pour g € L*(R), on définit la fonction de contraste suivante :

0(9) = llgl22zy — 2 / )1 x,<pdr.

(a) Prouver que E[v,(g9)] = |lg — FH%Q(R) — HFH%Q(R), pour tout g € L*(R). En déduire
que -y, convient bien pour estimer la fonction de répartition F'.

b) Calculer Fp = argmingeg,, 7 (g), et conclure que Fp = Fp.
9€Sp



