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Examen d’Algébre et Géométrie

Durée : 3h

Tout appareil électronique est interdit, notamment les calculatrices, les téléphones portables... Les docu-
ments ne sont pas non plus autorisés.

Le soin apporté a votre copie (lisibilité, présentation) et la clarté des raisonnements et de
Pexpression écrite prennent une part importante dans l’évaluation.

Les exercices sont indépendants. Ils peuvent étre traités dans l’ordre de votre choiz.

Question de cours

1. Soient E et F' deux ensembles, et u : ' — F' une application. Quand dit-on que u est injective ? et
surjective 7

2. Soient A et B deux points du plan. Montrer que la droite (AB) est I’ensemble des barycentres de
Aet B.

Exercice 1
On note F un ensemble, et A, B et C trois parties de E. On appelle différence symétrique de A et B
notée AAB, le sous-ensemble de E défini par

AAB={x€ AUB |z ¢ ANB} =(AUB)\(ANB).

1. Faire un dessin illustrant ’ensemble AAB.
2. Montrer que AAB = (AN B°)U (BN A°).

3. (a) Que signifie I’assertion : “la loi A est associative sur P(E)”? On admet dans la suite que cette
assertion est vraie (il n’est pas demandé de la prouver).
(b) Calculer AAA et AAQ.
(¢) En déduire que (P(E),A) est un groupe commutatif.

4. Montrer ’équivalence suivante : AAB = AAC < B =_C.
5. Montrer 'implication suivante : AAB=ANB = (A=0et B=10).

Exercice 2
On considére le polynome P = X4 —5X3 4+ 7X2 —5X + 6.

1. Effectuer la division euclidienne de P par X2 + 1.
2. En déduire la décomposition de P en produit de facteurs irréductibles dans R[X] et dans C[X].

Exercice 3
Soit T € R. On note R la relation définie, pour tout (x,%) € R? par

tRry <— kel x—y=FkKT.

1. Montrer que Ry est une relation d’équivalence (T est fixé).
2. Dans cette question, T' = 0. Quelle est la classe d’équivalence d’un réel z?

3. On définit maintenant une relation S, pour tout (z,y) € R? par
xSy <= (cos(z) = cos(y) et sin(x) = sin(y)).

Trouver T € R, tel que S = Rr. En déduire la nature de la relation S.
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Exercice 4
Le but de cet exercice est d’utiliser les solutions d’une équation & deux inconnues entiéres pour résoudre
un probléme dans ’espace.

1. (a) Déterminer le PGCD d des entiers a = 48 et b = 35, ainsi qu’un couple d’entiers (xq,yo) tels
que axg + byg = d.
(b) Résoudre dans Z? ’équation 48x + 35y = 1.

2. L’espace est muni d’un repére orthonormé direct (O, Z, j, E) On considére le point A de coordonnées
(—11,35,—13), et le vecteur 4 de coordonnées (48, 35,24).
(a) Soit P le plan passant par A et orthogonal & @. Déterminer une équation de P.!
(b) Soit P’ le plan d’équation z = 16. Justifier que les plans P et P’ sont sécants. On note dans la
suite D la droite intersection. Donner un couple d’équations cartésiennes de D.2

3. (a) Déterminer tous les points de D dont les coordonnées sont entiéres et appartiennent 4 I'intervalle
[-100; 100]. 3
(b) En déduire les coordonnées du point de D, a coordonnées entiéres, et situé le plus prés de
l’origine.

Exercice 5
Soient n et m deux entiers naturels tels que n > m. On considére les deux polynémes

P=X"4+Xm1+1 et A=X2+X+1.

Le but de cet exercice est de déterminer & quelles conditions sur n et m le polyndéme A divise le polyndme
P. On note j = e%7/3,
1. (Questions préliminaires)
(a) Rappeler quelles sont les racines de A (sous forme exponentielle).
(b) Justifier que j2 = —1 — 3.
(¢) Si a,b,c,d sont trois nombres réels tels que aj + b = ¢j + d, que peut-on dire de a et ¢ d’une
part, et de b et d d’autre part 7 Justifier.

2. (a) Justifier que le reste de la division euclidienne de P par A est de la forme R = aX + 3, avec
a,peR.
(b) Montrer que « et [ vérifient la relation j” + j™ + 1 = «j + .

3. (a) Justifier que 'entier n peut s’écrire n = 3k ou n = 3k + 1 ou n = 3k + 2, pour un certain entier

k. De méme, on écrit m = 3k’, ou m = 3k’ + 1 ou m = 3k’ + 2, pour un entier k', dans la suite.

(b) Déterminer, en distinguant 9 cas, les valeurs possibles de j™ 4 j™ + 1. En déduire, dans chacun

des cas, le polynéme R. Vous pourrez reproduire sur votre copie, puis compléter le tableau
suivant pour répondre & la question.

n m I"+im+1|a| B | R
3k 3K
3k 3K +1
3k | 3K +2
3k+1 3K
3k+1]3K +1
3k+1|3K +2
3k+2 3K
3k+2 3K +1
3k+2 | 3K +2

4. Conclure.

1. On donne la valeur 48 x 11 — 35 x 35 + 24 x 13 = —385.
2. 16 x 24 = 384.
3. 48 x2 =096, 48 x3 =144, 35x2="70, 35 x 3 = 105.



