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Algébre Linéaire, Complément a la Feuille d’exercices n°2 : Polynémes.

Exercice 1. 1. Pour chaque couple de polyndémes de R[X] suivant, donner le pged et le ppem :
(X(X -1),(X -1)(X+2), 2X+2,X*+2X+1), (X', X7, p,geN.

2. Soient Py, Py, P € R[X], tels que P; et P, divisent P. Montrer que si P; et P, sont premiers entre eux, alors le
produit P; P, divise aussi P.
Exercice 2. Parmi les sous-ensembles suivants de R[X], lequel est un idéal ?

- I ={P e R[X], P(i+V2) ¢ R},

- I ={P e R[X], P(i +V2) € R},

- Iy = {P e R[X], P(i++2) =0}
Exercice 3. Soit ' un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K, et v un endomorphisme de E. Soit P
un polynéme annulateur de w. On écrit P = H:zl P™ la décomposition de P en produit de polynémes irréductibles

distincts. Montrer qu’il existe une base de F, telle que, dans cette base, la matrice de u est de la forme

Aq
Az (0)

A= , avec A; eMn,(K) n; = dim Ker(Pimi(u))’ i=1,...,m

(0)
Ar

Exercice 4. Soit F un espace vectoriel de dimension finie sur R, et v un endomorphisme de F, tel que
(u? —u —2Idg) o (u+ 2Idg)* =0, et  (u?—u—2Idg)o (u+2Idg) #0.
(1) Montrer que E = Ker(u + Idg) ® Ker(u — 2Idg) ® Ker(u + 2Idg)>.
(2) Justifier que Ker(u + 2Idg) # {0}, et que Ker(u + 2Idg) # Ker(u + 21dg)?.
(3) En déduire que 'endomorphisme « n’est pas diagonalisable.

Exercice 5. Parmi les polynomes ci-dessous, déterminer celui qui peut-étre le polynome minimal d’une matrice réelle
trigonalisable dans M,,(R) mais non diagonalisable :

P=X3-X?4+X-1, Q=X*-X?>-X+1, R=X3-X.
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