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Exercice.
1) Soit A une valeur propre de A, et X = (x})g=1,. » un vecteur propre associé. Alors (A—AI,)X =0,
c’est-a-dire,

A1 + T =0
T — Xz 4+ z3 = 0
) — Ax3 + x4 = 0
Tp—2 — A1 + x = 0
Tp—2 — Mp—1 + x, = 0
\ Tn-—1 - )\xn - 0
En notant, xg = 41 = 0, on a bien, la relation
(1) Vke{2,...,n+ 1}, xp — A\rp_1 +x)_2 = 0.

2) L’égalité (1) est une relation de récurrence linéaire pour le "début" de la suite (xj)r. L’équation
caractéristique associée est 72 — Ar +1 = 0. Si A = 2cos(f), le discriminant est A = 4sin%(f), et en
supposant 6 # 0[x], il y a deux racines : 71 = exp(if), r2 = exp(—if). Donc, la suite (xj) est de la
forme

Vk € {0,...,n}, xp = art + Bri = aexp(ikf) + Bexp(—ikh),
avec «a, 3 € R. Comme xg = 0, on en déduit o + 8 = 0, et donc,

Vk € {0,...,n}, x = a(exp(ikf) — exp(—ikd)) = 2asin(k6).

De plus, zp4+1 = 0, donc 2asin((n + 1)#) = 0, et donc sin((n + 1)#) = 0 (on n’a pas o = 0, car
X = (x) est un vecteur propre, donc non nul). On obtient donc 8 = In/(n+1),1 € {1,...,n}. En
résumé, les réels

lm
AN =2cos [ —— l 1,...
l COs (n+1>a E{ ) 7”}3

sont des valeurs propres pour A et pour chaque [,

klm
Xl = [ sin
n+1 k=1,....n
est un vecteur propre associé a ;.

3) On a donc trouvé a la question précédente n valeurs propres distinctes pour la matrice A €
M, (R). On en déduit qu’elle est diagonalisable. On pouvait aussi remarquer que A était symétrique,
a coefficients réels, ce qui permettait directement d’affirmer que A était diagonalisable.

Probléme.

1) L’application I : v € L(E) — uov —vou € L(F) est linéaire comme composée d’applications
linéaires. On a C(u) = Ker(I'), c’est donc bien un sous-espace vectoriel de L(FE). Si v appartient a
R[u], alors il existe un entier d et des réels (ag)r=o,... 4 tels que v = ZZ:O ayu®. Donc,

d d d d
UovV =uo g apu® :E ak(uouk):E ap(uf ou) = g apu® | ou=wvou,
k=0 k=0 k=0 k=0

car toute puissance u* de u commute avec u. Donc v € C(u). Ainsi, R[u] C C(u).
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2) a) La famille {xq,u(zo),...,u" 1 (zg)} est libre, de cardinal n = dim(E), donc c’est une base de
E. En particulier, c’est une famille génératrice. Donc, tout vecteur de E, comme v(xg), se décompose
comme combinaison linéaire des vecteurs de cette famille. On choisit les a; comme les coefficients de

cette combinaison linéaire.

b) On utilise I'indication : on commence par montrer 1’égalité pour les vecteurs de la base

{zo, u(zo),...,u" (xg)}.

Soit 0 < p < n—1. Comme v € C(u), v commute avec uP (cf. question 1)). Donc, compte-tenu de a) :

n—1 n—1 n—1
o(P(20)) = wP(u(20)) = WP (Z aku%o)) = 3w (e (a0)) = 3 o (0P (20)).
k=0 k=0 k=0

Dot le résultat pour les vecteurs de la base. Maintenant, si z est un vecteur quelconque de F, =
s’écrit comme combinaison linéaire des éléments de la base, et par linéarité de v, le résultat est encore
vrai pour x (une application linéaire est entiérement caractérisée par l'image d’une base).

¢) Nous venons donc de démontrer que v = Zz;é apu® (puisque I'égalité de la question précédente
est vrai quel que soit x dans E). Donc tout élément v € C(u) est un polynéme en u, ie C(u) C Rlul.
D’ou le résultat car l'autre inclusion est toujours vraie (cf. question 1)).

3) a) D’aprés la question 2), il suffit de montrer que {zo,u(xq),...,u" (zo)} est une base de F,
avec le vecteur zg suggéré par I’énoncé. Puisque c’est une famille de cardinal n = dim(F), il suffit
encore de montrer qu’elle est libre. Soient alors ag,...,a,_1 € R tels que EZ;[I) apu®(zo) = 0. On a,
étant donnée ’hypothése sur w :

uF(zg) = uF (Z xl> = Zuk(mz) = Z)\fxl
i=1 i=1 i=1

D’ou
n—1 n—1 n n n—1
0= Zakuk(:vo) = Zak (Z )\fzz:l> = Z ( ak)\f) Z; .
k=0 k=0 i=1 i=1 \k=0
Enfin, toujours par hypotheése, {z1,...,z,} est une famille libre, car formée de vecteurs propres de u

associé a des valeurs propres distinctes. Donc, par identification, ZZ;(I) akkf =0 pour tout 1 <7 < n.
On obtient donc le systéme n X n suivant :

ag +arh +a i+ Fan AP = 0
ao—i-al)\g+a2/\§+...+an_1/\g—1 - 0
ap+aiA, + oo + @n—l/\ﬁfl -0
On a un systéme en les inconnues a;, de la forme
ap INEDVEED D
MA=0avec A= : et M=|[: : :
an—1 1 A\, )\% - /\2—1

Le déterminant de la matrice M est le déterminant de Vandermonde
Vo) = [T =M.
1<i<j<n
Celui-ci est non nul car les A\; sont 2 & 2 distincts. Donc M est inversible et donc le systéme M A =0
se rééerit A = M~'0 = 0. Le vecteur A = 0 est donc la seule solution (rappel : on dit que le

systéme est de Cramer) et signifie ag = -+ = a,—1 = 0. Cela prouve finalement que la famille
{z0,u(x0), ..., u" H(zg)} est libre.

b) Par hypothése, v admet pour minimal le polynéme X™. Donc X"~ ! n’est pas annulateur. Donc
il existe 29 € E, tel que u™(xg) # 0. On a alors aussi u*(z) # 0 pour & = 0,...,n — 2. En cours,



vous avez alors montré que la famille de vecteurs non nuls {zg, u(zg), ..., u" 1 (x)} était une base de

E (dans laquelle la matrice de u est le bloc de Jordan de taille n associé a la valeur propre 0). Donc,
par la question 2), C(u) = R[u].

4) a) Soit x € E;. On a : u(v(x)) = v(u(x)) = v(\izx) = \v(z). Dot v(x) € E;, donc E; est stable
par v.

b) Soit x € E;. On a :

vi(ui(z)) = wvi(u(x)) puisque = € E;,
= v
= u(v(z
= wu(vi(z)), car vi(x) € E; puisque v(E;) C E;,
= ui(vi()).
Donc v; o u; = u; o vy, ie v; € C(uy).

c) L’application ® est bien définie : si v € C(u), alors chaque v; existe (question 4)a) ) et chaque
v; appartient bien a C(u;) (question 4)b) ). L’application est également linéaire : en effet, pour tout
I1<i<p a,feRet v,weC(u)ona: (av+ pfw)g = alyg,) + B(wg,). Ainsi,

Plav + pw) = (a(vg,) +B(wg), . - a(vyg,) + Bwg,)),

= OZ<U|E1,...,’U|EP)+/6('U}|E1,...,w|Ep),

= a®(v) + fP(w).
Définissons 'application

U:C(ur) x -+ x Clup) — C(u)
<v17"'7vp) = Ef:lﬁi

ot v; € L(E) est définie par v;(z) = vi(x) si x € Ej;, v; = 0 sinon (v; est 'extension de v; & L(E)).
Par hypotheése on a E = @F_; E;. Cela permet de vérifier successivement que ¥ est bien définie,

que c’est une application linéaire, puis que ® o W = Ide(y,)x...xC(u,) €8 ¥ 0 ® = Ide(,). Donc @ est
bijective, d’application réciproque W.

d) E; étant le sous-espace propre de u associé a \;, si x € E;, u;(z) = u(z) = A\jz. Donc on sait que
u; est ’homothétie de rapport \; : u; = A\jidg. Donc u; commute avec n’importe quel endomorphisme
de E;, ie C(u;) = L(E;). Donc

dim(C(u;)) = dim(L(E;)) = (dimFE;)* = n?.
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Ensuite, C(u) et C(u1) x --- x C(up) sont isomorphes d’aprés la question c¢), donc ils ont méme
dimension :
p p
dim(C(u)) = dim(C(uy) x -+ x C(up)) = > _ dim(Clus)) = > ni.
i=1 i=1

5) a) Comme u est diagonalisable, son polynéme minimal est scindé & racines simples. Comme de
plus u a p valeurs propres \; distinctes, son minimal vaut donc

My(X) = (X = M)+ (X = Ap).
b) Soient ag,...,a,—1 € R tels que

p—1
(2) Z aru® = 0.
k=0

Montrons que les ap sont nuls. Par 'absurde, si I'un de ses coefficients a; n’est pas nul alors ce
polynome est de degré inférieur ou égal & p — 1. Or, 'égalité (2) signifie que le polynome Zi;é ap X"
est annulateur de u. Donc il est divisible par M,. Ce dernier étant de degré p, ce n’est pas possible.
Donc tous les coefficients aj, sont nuls, ce qui prouve que la famille {Id, u, ..., uP~'} est libre.



¢) Soit k > p. La division euclidienne dans R[X] de X* par M, (X) donne X* = M, (X)Q(X)+R(X)

avec R(X) un polynéme de degré strictement inférieur a deg(M,,) = p. Donc u* = M, (u) o Q(u) +
R(u) = R(u) car M,(u) = 0. Donc u* est un polynome en u de degré au plus p — 1, ie u* €
Vect(Id,u,...,uP™1).
Soit P(u) € R[u]. D’aprés ce qui précéde, chaque monéme u* pour k > p figurant dans P(u) peut étre
remplacé par un élément de Vect(Id, u, ..., uP~1). On en déduit que {Id,u,...,uP~'} est une famille
génératrice de Rlu]. Comme elle est libre d’aprés la question a), on en déduit que c’est une base de
R[ul.
6) D’apreés la question 5) on a donc dim(R[u]) = p et d’aprés la question 4) on a dim(C(u)) = Y_7_, n2.
Comme on a toujours Rlu] C C(u), on a donc :

p

R[u] = C(u) <= dim(R[u]) = dim(C(v)) <= p=» n].

i=1
Cette derniere égalité équivaut & n; = 1 pour tout 1 < i < p (car chaque n; est un entier naturel non
nul), ¢’est-a-dire encore a chaque sous-espace propre de dimension 1. Comme u est diagonalisable, ceci
est finalement équivalent & dire que u admet dim(E) = n valeurs propres distinctes, donc a p = n.

Remarque : on retrouve ainsi le résultat de la question 3)a). La question 3)b) montre toutefois
qu’on peut avoir R[u] = C(u) sans que u soit diagonalisable.



