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Introduction

Ce cours-TD contient un ensemble de rappels (définitions, et énoncés de résultats). Les
références principales pour les démonstrations sont [Ouv04|, [BL12| (cours et exercices) et
[CGCDM11]| (exercices), ainsi que [QZO07] (pour la Section 2.3 principalement). Certaines
applications, ou plus rarement certains énoncés ne figurent pas dans ces ouvrages : d’autres
références sont alors citées, mais elles peuvent sans doute étre omises en début d’année!

Voici les principaux objectifs de ce document :

e proposer des rappels (non exhaustifs) sur quelques notions de M1 avant de commencer
la préparation a ’épreuve de modélisation avec le logiciel Scilab pour illustrer les
principaux résultats présentés ici, et surtout donner des références pour ces notions
(livres autorisés de 'agrégation),

e proposer quelques exercices pour “réviser” (plus) activement,

e fournir des résultats et surtout des applications qui pourront (éventuellement) étre
utilisés lors de la préparation de certaines le¢ons d’Analyse et Probabilités (legons de
probabilités, mais aussi d’intégration, ou méme legons sur les séries).

Dans tout le document, (€2, F,[P) désignera un espace probabilisé. Lorsque 'on précisera
qu’une propriété est vraie “presque stirement” (ou une quantité est définie presque stirement)
sans précision de la mesure, cela signifiera P—presque stirement (ie. relativement a la mesure
de probabilité IP). Lorsque 'on parle d’événements ou de variables aléatoires indépendantes, il
s’agit d’indépendance mutuelle. On précisera sinon “indépendance deux & deux". Les notations
seront introduites au fur et & mesure.
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1 Lemme de Borel-Cantelli et loi du 0-1

Ces résultats ne sont pas & proprement parler des théorémes limite, mais ils donnent des
informations sur le comportement asymptotique des variables aléatoires.

1.1 Lemme de Borel-Cantelli
1.1.1 Limites inférieure et supérieure d’une suite d’ensembles

On peut se reporter a [BP00, p.58] ou [Durl0, p.47|.

Définition 1 Soit (Ay,)nen une suite (dénombrable) de sous-ensembles de 2. On définit la
limite supérieure et la limite inférieure des A, par :

A, =) 4 = {z€Q\VneN, 3k>n, e A},
n>0k>n

= {z € Q,z € Ay, infiniment souvent} .

liimAn::LJ(Wsz€ = {ze€eQ\IneN, Vk>n, v € A},
n n>0k>n
= {x € Q,x € Ay a partir d’un certain rang} .

Remarques.

1. On a les propriétés suivantes :
e lim, A, C lim, A,,
e si la suite (Ay), est croissante pour I'inclusion, lim, A, = lim, 4, = J,;~c 4n; si

elle est décroissante, lim,, A, = lim,, 4, = MNi>0 Ans

o (lim, A4,)¢ = lim, AS et (lim, A,)¢ = lim,, AS.

2. Le lien avec les notions de limites inférieures et supérieures de suites numériques (ou

suite de fonctions) se fait de la maniére suivante :

lim1y, = 1ym 4, et lim1ly, =1
n - n

lim,, Ay,

(voir [QZ07, p.2-3] pour des rappels sur les limites inférieures et supérieures de suites).

3. Si (An)n est une suite d’éléments de F, alors lim, 4, € F et lim, A,, € F. De plus,

P (hmAn) < lmP(A,) < TmP (4,) < P (Tm 4, ).

n n

1.1.2 Lemme et applications

Lemme 2 (Lemme de Borel Cantelli) [BL12, p.93] [Ouwv04, p.51] Soit (Ap)nen une suite
d’éléments de F.

1. 8, cnP(A,) < 00, alors P(lim, A,) = 0.

2. On suppose de plus les événements A, indépendants. Si
P(lim, 4,) =1

nen P(An) = oo, alors
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Attention! Le second point du lemme est valable uniquement sous ’hypothése d’indépen-
dance des événements. Contre-Exemple (|[Ouv04, p.53]) : (€2, F,P) = ([0; 1], Bj,1}, A)) (inter-
valle [0; 1] muni de sa tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue restreinte a [0; 1]), et pour
tout n € N\{0}, A, =]0;1/n]. Alors lim,, A,, = 0, mais >, P(4,) = cc.

Applications.

e Critére de convergence presque stre des suites de variables aléatoires, voir Section
2.1.1.

e Ezxercice 1. Retours a zéro de la marche aléatoire [CGCDM11, p.151]. On
considére une suite (X, )p>1 de variables aléatoires i.i.d. de Rademacher de paramétre
p €]0; 1], p # 1/2 (c’est-a~dire que chaque X, prend les valeurs 1 et -1 avec probabilités
respectives p et 1 — p). On définit la marche aléatoire (Sy)n>0 correspondante par
So = 0, et pour n > 1, S, = X1 + --- + X,,. Montrer que P(lim,{S,, = 0}) = 0.
Interpréter.

e Ezercice 2. [Durl0, Thm (6.7), p. 50| On considére (X, ),>1 une suite de variables
aléatoires i.i.d. telles que E[| X1|] = 00, et S;, = X1+ ---+ X, (n > 1).

1. (Question préliminaire) Soit Y une variable aléatoire. Justifier que
o
E[|Y]] :/ P(|Y| > x)dx.
0

2. Montrer que P(lim, {|X,| > n}) = 1.
3. Soit C' = {lim,, S,,/n existe et est finie}.

(a) En raisonnant par I’absurde, montrer que

C NIm{|X,| > n} = 0.

Indication : on pourra calculer S, /n — S,11/(n+1)...
(b) En déduire P(C) = 0.
Ceci prouve en particulier que ’hypothése d’intégrabilité est nécessaire & la loi forte
des grands nombres (voir Section 3).

e Ezxercice 3. [BL12, p. 94] On lance une infinité de fois une piéce équilibrée. Montrer
qu’avec probabilité 1, on obtient une infinité de fois 2 piles consécutifs. Des arguments
similaires permettent de montrer que si un singe “dactylographe” tape au hasard sur
un clavier, alors toute phrase, quelle que soit sa longueur, apparait une infinité de fois
avec probabilité 1 au cours de la frappe (voir [FF67, p.232]).

1.2 Loi du 0-1
1.2.1 Tribu des événements terminaux

On retrouvera les définitions et exemples dans [Ouv04, p.48| ou [BL12, p.92].
Définition 3 Soit (F,)nen une suite de sous-tribus de F. On pose, pour tout n € N, G,, =

o(Fp, p>n) =0 (Upzn ]—"p). On appelle tribu terminale ou tribu asymptotique ou

tribu de queue la tribu

gm:ﬂgnzﬂa U]:p

neN neN p>n

Les événements de Go, sont appelés événements terminaux ou asymptotiques.

4
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Exemples.
1. Soit, pour tout n € N, A4,, € F,,. Alors lim,, 4,, € Goo.

2. Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires définies sur (2, F,P). On prend F,, =
o(Xy,) (Fn la tribu engendrée par la variable X,,). Avec les notations de la définition,
Gn = o(Xp,p > n) (tribu des événements qui se laissent décrire uniquement avec ce qui
se passe a partir du rang n, événements dont la réalisation ne dépend, a w € 2 fixé, que
de la suite (X, (w), Xnt1(w),...)). La tribu terminale est alors Goo = (e o (Xp, p >
n) : un événement appartient a la tribu, si, pour un w €  fixé, tout en dépendant de
la suite (Xo(w), X1(w),...), il ne dépend pas des n premiéres valeurs, et ce, quel que
soit l'entier n. Ainsi, on a {la suite (X, ), converge dans R} € G, (intuitivement, la
convergence d’'une suite ne dépend pas de ses premiers termes).

1.2.2 Loi et applications

Pour une suite (A4, )pnen d’événements indépendants, le lemme de Borel-Cantelli affirme
que la probabilité de I’événement lim,, A, ne peut prendre que deux valeurs, 0 ou 1, selon
que la série de terme général P(A,,) est convergente ou divergente. C’est un premier exemple
du résultat ci-dessous.

Théoréme 4 (Loi du 0-1 de Kolmogorov) [Ouv04, p.50] Soit (Fp)nen une suite indépen-
dante de sous-tribus de F, et Goo la tribu terminale associée. On a alors,

VA € Goo, P(A) =0 ouP(A) = 1.

Applications/Exercice. Soit (X,,), une suite de variables aléatoires réelles indépendantes,
définies sur (2, F,P).
e Lasérie ) X, converge ou diverge presque stirement, puisque I'événement {)  X,, converge}
est asymptotique.
e Ezxercice 4. |FF67, p.233| Soit S,, = X1+ ---+ X,,. On suppose que la suite (S, /n)s,
converge presque strement vers une limite .S, alors cette limite est presque slirement
constante (voir Section 2.1.1 pour les rappels sur la convergence presque sire).

2 Modes de convergence des suites de variables aléatoires

Rappel : On dit qu’'une variable aléatoire réelle X définie sur (€2, F,P) est dans LP(Q2, F,P),
p > 1 (ou, s'il n’y a pas d’ambiguité, on dit juste X € LP), si E[|X|P] < oo. L’espace
LP(Q, F,P) est muni de la norme || X ||, = (E[|X[?])"/?, qui en fait un espace complet (Théo-
réme de Riesz-Fisher). On pourra se reporter a [BP00| pour un cours complet sur les espaces
LP.

2.1 Convergence des suites de variables aléatoires définies sur un méme
espace probabilisé
Dans ce paragraphe, toutes les variables aléatoires sont définies sur le méme espace pro-

babilisé (2, F,P). La référence principale est [Ouv04, p.89 et suivantes|.

Remarque. Pour simplifier la présentation et les notations, on considére dans cette section
des variables aléatoires réelles. Toutes les définitions et résultats s’adaptent aux variables

5
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aléatoires & valeurs dans R?, d > 1. Il suffira de remplacer les valeurs absolues par une norme
(peu importe le choix de celle-ci : elles sont toutes équivalentes).

2.1.1 Définitions et premiéres propriétés
Définition 5 Soient (X,,)nen une suite de variables aléatoires et X une autre variable aléa-
toire.

1. On dit que la suite (X,,)n converge presque stirement vers X s’il existe un événement
C' de probabilité 1, tel que, sur C, la suite (X,,), converge simplement vers X (en tant
que suite de fonctions) :

CeF, P(C)=1,VweC, h_)m Xn(w) = X(w).

On note X,, 225 X .

2. On dit que la suite (X,), converge en probabilité vers X si,

Ve > 0, li_>m P(| X, — X|>¢)=0.

On note X, LSS

3. On suppose que X, X,, € LP, n € N (pour un certain p > 1). On dit que X,, converge
vers X dans LP, s’il y a convergence au sens de la norme LP (définie ci-dessus),
c’est-a-dire si

lim E[| X, — X|’] =0.
n—oo

On note X, 2 x

Remarques.

1. Il y a unicité p.s. des limites d’une suite de variables convergeant p.s, dans LP (c’est
immeédiat) ou en probabilité (& démontrer!).

2. Une suite (X,,), converge dans LP si et seulement si elle est de Cauchy dans LP
(complétude des espaces LP).

Propriétés.

1. Si la suite (X,,), converge presque siirement (resp. en probabilité) vers X, et si f est
une fonction continue sur €2, alors la suite (f(X,,)), converge presque siirement (resp.
en probabilité) vers f(X).

2. (critére de cv. en proba.) La suite (X,,), converge en probabilité vers X si et seulement
s,

Ve >0, dN >0, Vn > N, P(|X,, - X|>¢) <e
(& comparer avec la définition ci-dessus!).

3. (critére de cv. ps.) La suite (X,,), converge presque siirement vers X si et seulement
si I'une des deux conditions équivalentes suivantes est vérifiée :
(i) Ve > 0, imy—o0 P (sup,> v [ Xn — X| > ¢) = 0.

(i) Ve >0, P (limp{| X, — X| > e}) = 0.

4. (critére de cv. ps.) Si pour tout € > 0, > P (| Xy, — X| >¢) < oo, alors (Xy,),
converge presque stirement vers X.

5. (critére de cv. ps.) Si il existe (g,,)n>0 une suite réelle positive telle que

an < oo et ZIP’(|XH+1 — Xn| >en) <o
n>0 n>0

alors la suite (X,,), converge presque stirement.

6
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2.1.2 Liens entre les modes de convergence

Liens entre la convergence presque-sire et la convergence en probabilité

Soit (Xp)nen une suite de variables aléatoires définies sur (2, F,P).

Proposition 6 Sila suite (X,,), converge presque sirement vers une variable aléatoire X,
alors (Xy,)n converge aussi en probabilité vers X .

Proposition 7 1. Si la suite (X,,)n converge en probabilité vers une variable aléatoire
X, alors il existe une sous-suite (an)pGN qut converge presque sirement vers X.

2. La suite (Xy,)n converge en probabilité vers une variable aléatoire X si et seulement
si, de toute suite extraite de (Xp)n, on peut extraire une sous-suite qui converge
presque stirement vers X.

Conséquence. La suite (X,,), converge en probabilité si et seulement si elle est de Cauchy
pour la convergence en probabilité, c’est-a-dire, si, pour tout € > 0, la suite (double) (P(|X,, —
Xm| > €))n,m>0 converge vers 0.

Attention ! La convergence en probabilité n’implique pas la convergence presque stire. Contre-
Ezemple (|[CGCDM11, p.154] ou [Ouv04, p.93|) : considérer (X, ), suite de variables aléatoires
indépendantes telle que la loi de X, est B(1/n), n > 1 (loi de Bernoulli de paramétre 1/n).
Alors (X,), converge en probabilité vers 0 mais pas presque stirement.

Remarque - Ezxercice 5. Métrisabilité de la convergence en probabilité. [Ouv04, Ex.
10.1 p.121] Pour deux variables aléatoires réelles X et Y définies presque siirement, on pose

(X Y]

d(X’Y):E[Hp(—H

] et §(X,Y)=E[min(1,|X —Y])].

1. Démontrer que d et § définissent deux distances sur I'espace L°($, F,P) des variables
aléatoires définies presque stirement.

2. Montrer que d et d sont équivalentes.

3. Montrer que la convergence des suites au sens de ces distances est équivalente a la
convergence en probabilité. Indication : on pourra justifier que pour tout € > 0,

€
1+e¢

P(IX - Y| >¢) <d(X,Y)<e+P(X - Y| >e).

Liens avec la convergence LP : uniforme intégrabilité et équicontinuité

Premiére remarque. Si ¢ > p > 1, on a 'inclusion LY(Q, F,P) C LP(Q), F,P) (attention,
ceci est vrai uniquement car la mesure P considérée est une mesure finie). La convergence
d’une suite de variables aléatoires dans L4(2, F,P) entraine sa convergence dans LP(Q, F,P).

Pour faire le lien entre convergence en probabilité et convergence dans LP, on introduit
la notion d’uniforme intégrabilité.
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Définition 8 Soit M une partie de L*(Q, F,P) (une famille de variables aléatoires inté-
grables). On dit que M est uniformément intégrable si

lim sup / |X |dP = 0,
AT XeM J{|X[>a}
ce qui signifie

Ve >0, dag > 0, Va > ap, VX € M, | X |dP < e.
{IX[>a}

Proposition 9 Soit M C LY(Q, F,P). La partie M est uniformément intégrable si et seule-
ment si les deux conditions suivantes sont vérifiées

1. M est bornée dans L', c’est-a-dire sup y e o E[| X|] < o00.

2. M est équicontinue, c’est-a-dire

v(«s>o,35>o,{A€JT :>sup/]X\d]P’§5.
A

P(A) <9 XeM

Exemples.
e SiM = {X}avec X € L', alors M est uniformément intégrable, et plus généralement,
toute famille finie de variables aléatoires intégrables est uniformément intégrable.
e Si M est une partie bornée dans LP, pour 1 < p < oo, alors M est uniformément
intégrable.

Attention ! Toute partie bornée de L' n’est pas uniformément intégrable. Contre-Ezemple :
(An)n>1 C F, tel que P(A4,) > 0 pour tout n € N et lim, oo P(4,) = 0. Soit X,, =
14, /P(A,). Considérer M = {X,,,n > 1}.

Proposition 10 Soit (X,,)nen une suite de variables dans L*(Q, F,P). Soit X une variable
aléatoire réelle sur (Q, F,P). Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) X € L' et (X,)n converge vers X dans L'.
(ii) La famille (X,), est uniformément intégrable, et (X,,), converge vers X en proba-
bilite.

En particulier, la convergence d’une suite de variables aléatoires dans L' (et donc dans
LP, p > 1) entraine sa convergence en probabilité.

Attention! La convergence en probabilité n’implique pas la convergence dans L. Contre-
Ezemple (|CGCDM11, p.154| ou |Ouv04, p.101]) : (X,), suite de variables aléatoires telle
que P(X,, =n) =1/n, P(X,, =0) =1—1/n, n > 1. Alors (X,,), converge en probabilité
vers 0 mais pas dans L'. En particulier, la convergence presque stire n’entraine pas non plus
la convergence L'.

Pour un lien direct entre convergence LP et convergence presque-siire, on a le résultat
suivant.
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Proposition 11 [BP00, p.161] Soient (Xn)nen wune suite de LP(Q),F,P) et X €
LP(Q, F,P). Si (Xp)n converge vers X dans LP, alors il existe une sous-suite (Xy,)p qui
converge presque surement vers X .

2.2 Convergence en loi des suites de variables aléatoires

Notations. On introduit Mj l'ensemble des mesures de probabilités sur (R?, Bga), d > 1
(Bgra) la tribu borélienne), ainsi que les espaces vectoriels de fonctions suivants :

° Cg(Rd), ’ensemble des fonctions continues & support compact sur R,

° Cg(Rd), 'ensemble des fonctions continues sur R, tendant vers 0 & linfini,

e C)(RY), ensemble des fonctions continues bornées sur R%.

Pour X une variable aléatoire de R%, on note également
e px sa fonction caractéristique :
ox i t R o ox(t) = Efexp(ilt, X)),

ott (t, X) est le produit scalaire euclidien usuel de R? (px(t) = E[exp(itX)] si d = 1).
e F'x sa fonction de répartition, dans le cas oi d =1 :

Fx :zeR w— Fx(x)=P(X <ux).

2.2.1 Convergence des suites de mesures de probabilité

On pourra lire [Ouv04, p.297 et suivantes|.

Définition 12 Soient (pin)nen une suite de My, et p € My. On dit que

vaguement CO(RY)
la suite (pin)n converge | faiblement — wvers p, si ¥ € Cg(]Rd) lim /gpd,un = /gpd,u.
étroitement CY(RY) e

Remarques.
e Comme C2(RY) C CJ(RY) C C)(R?), il est immédiat que la convergence étroite d'une
suite entraine sa convergence faible, qui elle-méme entraine sa convergence vague.
e On peut en fait définir plus généralement ces modes de convergence pour les mesures
bornées. La spécificité des mesures de probabilité ici réside dans le Théoréme 16 ci-
dessous.

Proposition 13 (Théoréme porte-manteau) Soient (pin)nen une suite de My, et p € My.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La suite (pin)n converge étroitement vers fu.
(i) Pour tout ensemble F' € Bga fermé , lim pu,,(F) < p(F).
(111) Pour tout ensemble O € Bgra ouvert, lim u, (0) > u(0).
(iv) Pour tout ensemble B € Bga tel que n(0B) = 0, limy—yo0 pin(B) = p(B).

Attention! L’item (iv) est valide uniquement pour les boréliens A dont la mesure de la
frontiére est nulle. Voir Contre-Ezemple en Section 2.2.2, ou encore [Ouv04, 307-308|.

9
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Définition 14 Soit M un sous-ensemble de My. On dit que M est tendu si pour tout € > 0,
il existe K compact de R? tel que sup,em H(K€) <e.

Exemples.
o Si M = {u}, alors M est tendu. Plus généralement, tout ensemble fini de mesures de
probabilités est tendu.
e Soit (ap)nen une suite réelle telle que lim, o |a,| = co. Alors M = {d,,,n € N}
n’est pas tendu.

Proposition 15 Soient (fin)nen une suite de My, et p € My. Si (fin)n converge étroitement
vers w, alors {pn,n € N} est tendu.

Théoréme 16 Soient (fin)nen une suite de My, et p € M. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

o La suite (fy)n converge vers p vaguement.

o La suite (fin)n converge vers p faiblement.

e La suite (fun)n converge vers u étroitement.

2.2.2 Définitions et premiéres propriétés de la convergence en loi

Les modes de convergence définis en Section 2.1 concernent des suites de variables qui
sont définies sur un méme espace de probabilité. La convergence en loi définie ci-dessous ne
porte que sur les lois des variables aléatoires et peut donc concerner des variables définies sur
des espaces différents. On se reportera a [Ouv04, p.312 et suivantes].

Définition 17 Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires a valeurs dans R (non né-
cessairement définies sur le méme espace probabilisé). Soit également X une autre variable
aléatoire de RY. On dit que la suite (X, )nen converge en loi vers X si la suite (Px, )nen

des lois des X,, converge étroitement vers Px, la loi de X. On note X, i) X. On pourra

. . L. L
également dire que (X)), converge vers Px, et écrire X, — Px.

Remarques.
e Par Théoréme de transfert, et par définition de la convergence étroite, la suite (X ),
converge en loi vers X si et seulement si
Vo € CA(RY) ou (CJ(RY) ou CJ(RY),  lim Efp(X,)] = Efp(X)].
n—oo
e Si la suite (X,,), converge en loi vers X et si f est une fonction continue sur R? (&
valeurs dans R? | pour d’ > 1), alors (f(X,))n converge en loi vers f(X) (on peut en

fait raffiner, et étendre ce résultat a toute fonction f mesurable continue Px-presque
partout).

Attention! Comme précisé dans la mise en garde qui suit la Proposition 13, la conver-
gence en loi d’une suite (X,,), vers une variable X ne signifie pas que pour tout B € Bpa,
lim, oo P(X,, € B) = P(X € B). Cette propriété est valable seulement si Px(0B) = 0.
Contre-Ezemple : considérer (X,,), suite déterministe, X,, = a,, pour tout n € N, avec (a,)n
suite réelle convergeant vers a € R et telle que a,, > a pour tout n, et prendre B =] — 00; a.

10
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2.2.3 Caractérisations de la convergence en loi

La loi d’une variable aléatoire X est caractérisée par les espérances E[p(X )], pour toute
fonction ¢ de C2(R?) (ou toute fonction borélienne bornée, ou toute fonction borélienne
positive...). Elle est aussi caractérisée, dans le cas ou X est réelle, par sa fonction de répartition
Fx, ou par sa fonction caractéristique ¢x. On s’intéresse donc d’abord a caractériser la
convergence en loi a travers ces deux “outils”.

Convergence en loi et fonction de répartition

Proposition 18 [Ouv04, p.318] Soit (X,)nen une suite de variables aléatoires réelles, et
X une variable aléatoire réelle. La suite (X,), converge en loi vers X si et seulement si la
suite (numérique) (Fx, (x))n converge vers Fx(x) en tout point x de continuité de Fx.

Attention! Si (X,,), converge en loi vers X, on n’a pas nécessairement convergence de
(Fx, (x))n vers Fx(z) si x n’est pas un point de continuité de F. Contre-Ezemple (|Ouv04,
p.319]) : prendre (X,)n>1 déterministe, X;, = 1/n, et X = 0. Considérer les fonctions de
répartition au point 0.

Applications - Exercice
e [CGCDM11, Ex 4.6, p.111] Soit (X},), une suite de variables aléatoires réelles, conver-
geant en loi vers une variable X de fonction de répartition F' continue. Soient (ap)n
et (by)n deux suites réelles, de limites respectives a et b (a < b). Alors

lim P(a, < X,, <b,) =Pla < X <h).

n—oo

e Ezercice 6. [BL12, p.130] et [CGCDM11, Ex 4.23, p.140] Soient (X,,),>1 une suite
de variables aléatoires réelles i.i.d., et M, = max;c(1.. n} Xi, n > 1. On s’intéresse
a la convergence en loi des maximums (M,,),, correctement renormalisés dans des cas
particuliers.

1. On suppose que X; suit la loi exponentielle de paramétre o > 0. Soit Z, =
aM, —In(n), n > 1. Montrer que (Z,), converge en loi vers une variable Z de
répartition Fy : x +— exp(—exp(—x)) (loi de Gumbel).

2. On suppose que X1 suit la loi de Cauchy de paramétre ¢ > 0 (densité = +— ¢/(7(c?+
2?)). Soit Z, = nM,/(nc), n > 1. Montrer que (Z,), converge en loi vers une
variable Z de répartition Fz : 2+ exp(—27')1,50 (loi de Fréchet).

3. On suppose que X7 suit la loi de répartition Fy, (z) = 1 — (1 —2)*1jg,1(z) + La>1.
Soit Z,, = n'/*(M, —1),n > 1. Montrer que (Z,),, converge en loi vers une variable
Z de répartition Fz : x +— exp(—(—x)%)1lz<0 + 1z>0 (loi de Weibull).

Convergence en loi et fonction caractéristique

Théoréme 19 (Théoréme de Lévy, version faible) [BL12, p.122] ou [QZ07, p.536] Soit
(Xn)nen une suite de variables aléatoires de R?, et X une variable aléatoire de R%. La suite
(Xy)n converge en loi vers X si et seulement si la suite de fonctions caractéristiques (¢x,, )n
converge simplement vers la fonction caractéristique @ x.

11
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La preuve de ce résultat proposée dans [QZ07, p.536] est fondée sur le résultat suivant
d’analyse de Fourier.

Lemme 20 [Far06] Considérons A(R) = {$,p € LY(R, Bg, \)}, lensemble des transformées
de Fourier des fonctions intégrables sur R par rapport a la mesure de Lebesgue X. Alors A(R)
est dense dans C2(R) pour la norme infini.

Remarque (culturelle). Il existe une version forte du Théoréme de Lévy.
e Enoncé. Soit (X1 )nen une suite de variables aléatoires de R?. Si la suite des fonctions
caractéristiques (¢x,, )n converge simplement vers une fonction f continue en 0, alors

f est la fonction caractéristique d’une certaine variable aléatoire X et (X,,), converge

en loi vers X.

e La preuve de ce résultat est (par exemple) fondée sur le Théoréme de Prokhorov et
son corollaire.

— Enoncé. Soit (in)nen une suite de Mj. L'ensemble {p,,n € N} est tendu si et
seulement si (), admet une valeur d’adhérence pour la convergence étroite, c’est-
a~dire admet une sous-suite qui converge étroitement (on dit alors que {uy,n € N}
est relativement compact pour la convergence étroite).

— Corollaire. Une suite tendue (g, )neny C Mi qui admet une unique valeur d’adhé-
rence pour la convergence étroite converge étroitement vers cette valeur d’adhé-
rence.

— Le point essentiel pour montrer la version forte du Théoréme de Lévy est de prouver
que la suite (Px, ), est tendue. Il “suffit” de justifier ensuite I'unicité des valeurs
d’adhérence pour la convergence étroite.

Application. Le Théoréme Central limite (Section 4.1) peut étre déduit du Théoréme de
Lévy.

2.2.4 Caractérisations de la convergence en loi dans quelques cas particuliers

Cas des variables aléatoires discrétes

Proposition 21 Soient (X, )nen et X des variables aléatoires sur (2, F,P) et a valeurs dans
Z. Alors (Xy,)n converge en loi vers X si et seulement si, pour tout k € Z, lim, oo P(X,, =
k)=P(X =k).

Applications - Exercices

e FEzxercice 7. Convergence étroite d’une loi binomiale vers une loi de Poisson.
Soit (pn)n>1 une suite numérique réelle, p, €]0; 1[ pour tout n, telle que lim,, oo np, =
A > 0. Soit, pour tout n, X,, une variable de loi binomiale B(n,p,). Montrer que
(Xn)n converge en loi vers une variable de loi de Poisson P(A) (on peut aussi prouver
ce résultat en utilisant le théoréme de Lévy, voir [Ouv04, p.321]).

e FEzxercice 8. Convergence étroite d’une loi hypergéométrique vers une loi
binomiale. Soit Xx, n, une variable de loi hypergéométrique H(n, N1, N2) (Xn, N,
compte par exemple le nombre de boules blanches tirées en piochant simultanément n
boules dans une urne contenant Nj boules blanches et N boules noires). On suppose
que Ni/(N1 + N3) tend vers p €]0; 1] quand N; et Ny tendent vers I'infini. Montrer
que (X, N,) N, N, converge en loi vers une variable de loi binomiale B(n, p).

12
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Cas des variables aléatoires a densité (par rapport a la mesure de Lebesgue)

Proposition 22 (Lemme de Scheffé) Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires de RY,
telle que pour tout n, X, admet une densité fx, par rapport & la mesure de Lebesque \ sur
Re. Si la suite (fx, )n converge A\—presque partout vers une fonction f d’intégrale 1, alors la
suite (Xy)n converge en loi vers une variable aléatoire de densité f. On a méme

lim sup = 0.

n—oo AEBRd

P(X,cA)— /Af(x)da:

Attention ! La réciproque du Lemme de Scheffé est fausse. Contre-Ezemple (|Ouv04, p.319]) :
considérer (X,), de densité fx, : x + (1 — cos(2mnx))1jp,1)(z). La suite de fonction (fx, )n
ne converge pas presque-partout, mais la suite de variables aléatoire (X,,),, converge en loi
vers une loi uniforme sur ]0; 1].

FExemple de la convergence en loi des variables gaussiennes

Ezercice 9. [CGCDMI11, Ex. 7.13, p.224] Soit (X,,),n une suite de variables aléatoires gaus-
siennes : précisément, X, suit la loi N'(m,,,02). On suppose que (X,), converge en loi vers
une variable aléatoire X. Montrer que X suit la loi N (m,02), avec m = lim, oo my,, et

02 = lim,, 00 0721.

2.2.5 Liens avec les autres modes de convergence

Proposition 23 Soit (X,)nen une suite de variables aléatoires définies sur (Q, F,P). Soit
X une variable aléatoire définie sur (0, F,P). Si (X,)n converge en probabilité vers X, alors
(Xn)n converge aussi en loi vers X.

Attention! La convergence en loi n’implique pas la convergence en probabilité. Contre-
Ezemple (JCGCDM11, p.154]) : considérer (X,), suite de variables telle que X,, = —X pour
X une variable aléatoire de loi symétrique (X et —X ont méme loi). Alors (X,,), converge
en loi vers X, mais pas en probabilité.

Remarque. La réciproque de la proposition suivante est toutefois vraie dans le cas particulier
suivant. Si (X,,), converge en loi vers une variable presque siirement constante a, alors (X, ),
converge aussi en probabilité vers a.

2.2.6 Convergence en loi d’un vecteur aléatoire et de la suite de ses marginales

Considérons une suite de vecteurs aléatoires de R?, (X,,, Y, )nen. Si cette suite converge
en loi vers un couple (X, Y), alors les suites de variables aléatoires (X,,), et (Y3, ), convergent
en loi respectivement vers X et Y (pourquoi?). La réciproque est fausse en général. Contre-
Ezemple (|Ouv04, Ex. 14.7 p.346|) : considérer X et Y deux variables indépendantes de loi
B(1/2), et (Xp)n et (Yn)n telles que X, = X +1/n, Y, =1—-X —1/n, n > 1. Alors, (X,)
converge en loi vers X, (Y},), converge en loi vers Y, mais (X,,Y},), ne converge pas en loi
vers (X,Y) (sans quoi, (X,, + Y, ), convergerait en loi vers X + Y, ce qui n’est pas le cas).

On peut cependant énoncer une réciproque dans certains cas particuliers : c’est 1'objet
des deux prochains résultats. Le premier est le lemme de Slutzky, trés utile en statistique.

13
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Proposition 24 (Lemme de Slutzky) [Ouwv04, Ex. 14.8 p.347] Soient (Xn)nen et (Yn)nen
deux suites de variables aléatoires réelles sur (2, F,P) qui convergent respectivement en loi
vers une variable aléatoire X et en loi (ou en probabilité) vers une constante a. Alors,

1. la suite (Xy, Yn)n converge en loi vers (X, a),

2. en particulier, (X,, + Yy)n converge en loi vers X + a, et (Y, X,)n converge en loi
vers aX.

Proposition 25 [Ouv04, Ex. 14.7 p.346] Soient (X,)nen €t (Yn)nen deux suites de va-
riables aléatoires réelles sur (2, F,P) qui convergent respectivement en loi vers deux va-
riables X et Y. On suppose que pour tout n, X, etY, sont indépendantes, et que X etY
le sont aussi. Alors, la suite (X, Y,)n converge en loi vers (X,Y).

2.3 Convergence des séries de variables aléatoires

On s’intéresse dans cette section & la convergence de la suite des sommes partielles d’une
suite de variables aléatoires réelles indépendantes (X, )nen. On a déja vu, Section 1.2.2, que
I'événement {)_, X, converge} était de probabilité 0 ou 1. Ci-dessous figurent deux résultats
donnant des conditions nécessaires et suffisantes pour obtenir la convergence de la série. Une
référence claire est [QZ07, Chap. XIII].

Théoréme 26 (Théoréeme de Kolmogorov) [QZ07, p.524] Soit (Xy)nen une suite de va-
riables aléatoires réelles indépendantes sur (Q, F,P).
1. On suppose que E[X,] = 0, n € N et que la série numérique Y, E[X2] converge.
Alors, la série aléatoire Y, X, converge presque strement.
2. On suppose que la série aléatoire Y X, converge presque sirement, et que les va-
riables Xy, n € N sont bornées uniformément. Alors la série numérique ), Var(X,)
converge.

Application. On peut déduire la Loi forte des grands nombres (Section 3.1.2) de ce résultat.

Théoréme 27 (Théoréme des trois séries) [QZ07, p.525] Soient (X, )nen une suite de va-
riables aléatoires réelles indépendantes sur (Q, F,P) et (X])n la suite définie par X =
Xnlx,|<1- Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. La série aléatoire Y, X,, converge presque sirement.

2. Les trois séries numériques suivantes convergent :

Y P(Xu#£Xy), D E[X], D Var(X)).

Application - Ezercice 10. Soient (X,,),>1 une suite de variables aléatoires réelles i.i.d.
centrées et de carré intégrable, non identiquement nulles, et (a,), une suite réelle. Montrer
qu’on a équivalence entre

14
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(i) >, anXy converge presque siirement,

(ii) Y, a2 converge.
Indications : pour 'implication (i) = (i), on pourra appliquer le Théoréme de Kolmogorov.
Pour I'implication (i) = (i¢), on pourra commencer par montrer que (a), tend vers 0 (en
raisonnant par exemple par ’absurde), puis utiliser la convergence de la série des variances
des variables tronquées donnée par le théoréme des trois séries.

Les modes de convergence définis ci-dessus ne sont pas tous équivalents pour les suites de
variables aléatoires, comme on ’a vu. Pour les séries de variables réelles indépendantes par
contre, on a le résultat spécifique suivant.

Théoréme 28 [QZ07, p.538] Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles indé-
pendantes sur (2, F,P). Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) >, Xn converge en loi.
(it) >, Xn converge en probabilité.

(111) >, Xpn converge presque sdrement.

Remarque. La preuve de ce résultat est (un peu) difficile. On peut se limiter & un cas parti-
culier simple, celui des variables positives, qui permet de démontrer facilement I’équivalence
“(ii) < (iii)” (voir [CGCDM11, Ex. 5.8, p. 156]).

3 Lois des grands nombres et applications

Soient (X,,),>1 une suite de variables aléatoires réelles, dans L*($2, F,P), de méme espé-
rance et (Syp)p>1 la suite définie par S, = X7 +--- + X,,, n > 1. Les différents énonceés de
lois des grands nombres fournissent des conditions suffisantes pour que la suite de variables
aléatoires (S, /n)n, converge vers l'espérance E[X], au sens de I'un des modes de convergence
définis ci-dessus. On parlera de lois faibles lorsqu’il s’agira de convergence en probabilité ou
L', et de lois fortes pour une convergence presque sire.

L’objectif est la justification (a posteriori) de l'approche fréquentiste en probabilité :
les lois des grands nombres vont assurer que si on répéte une suite d’expériences aléatoires
dans des conditions identiques et de maniére indépendante, la suite des fréquences relatives
d’apparition d'une certaine propriété liée a cette expérience converge vers la probabilité de
I’événement associé a cette propriété. Cela va justifier la stabilité des fréquences d’un événe-
ment quand celui-ci se répéte un grand nombre de fois (apparition d’une “régularité” dans le
hasard). Par exemple, lorsqu’on lance une piéce équilibrée un grand nombre de fois, la suite
des fréquences d’apparition du “pile” tend a se stabiliser autour de la valeur 1/2, probabilité
théorique d’apparition du “pile”.

Dans cette section, on choisit de commencer par présenter des versions avec des hypothéses
restrictives, qui ont I'avantage de se démontrer trés facilement et de couvrir tout de méme
un grand nombre de cas, avant de présenter des énoncés plus généraux dont les preuves sont
plus techniques.
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3.1 Enoncés

On note dans toute cette section (X, )n>1 une suite de variables aléatoires réelles définies
sur (Q, F,P) et (Sy)n>1 la suite définie par S, = X7 +---+ Xp,, n > 1.
3.1.1 Lois faibles : convergence en probabilité ou L'

Cas des variables aléatoires bornées dans L?

Proposition 29 [Dur10, (5.2) p.36] On suppose les variables X,, n > 1 décorrélées, de
méme espérance E[X1], et telles que Var(X,) < C < oo pour tout n > 1. Alors,

S BUgixy et 2 B gxy)
n n

Proposition 30 (Cas d’un tableau triangulaire de variables aléatoires) [Durl0, (5.4) p.38]
Soient (Xy k)n>1,1<k<n un tableau de variables aléatoires, et Sp = Xp1+---+Xpn, n > 1.
Soient i, = E[S,] et 02 = Var(S,). Soit (by)n>1 une suite réelle telle que (o2 /b2), tend
vers 0. Alors,

Sn—ln P Sn — Mn L2

b — 0 et b — 0.

Application - Exercice 11. Le “collectionneur de coupons” [Durl0, (5.2) p.36].

e Probléme : on considére un collectionneur de coupons, qui cherche & obtenir un jeu
complet d’une série de n coupons donnés, numérotés de 1 a n. Il choisit le i—éme
coupon de sa collection au hasard dans ’ensemble {1,...,n}. On s’intéresse, asymp-
totiquement, & comprendre combien il doit tirer (acheter!) de coupons avant d’obtenir
une collection compléte.

e Modélisation : soit (X;),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme
U1 ... ny (suite représentant les coupons tirés). Soit 77! = inf{m : card{X1,..., X;n} =
k}, k > 1 (premier instant ot le collectionneur a k items différents), et 7 = 0. On
s’intéresse au comportement asymptotique de 77 (premier instant ou le collectionneur
obtient les n items). On pose X, =7 — 77" ; (1 <k < n).

1. Que vaut 71" 7 Que représente X, ;. 7 Quelle est sa loi, son espérance, sa variance ?

2. En déduire que
_ 2
E[r)]=n E 1 , et Var(7)') <n E 1 —.
m= m=

3. Justifier que E[7]] ~p—00 nln(n).

4. En appliquant la Proposition 30, en déduire que (7,}/(nln(n))), converge vers 1
en probabilité.

16



UNIVERSITE DE ROUEN — AGREGATION EXTERNE DE MATHEMATIQUES — PREPARATION A L’EPREUVE DE MODELISATION 2017-2018

Cas des variables aléatoires L'

Proposition 31 On suppose les variables X,,, n > 1 i.i.d., et dans L'. Alors,

Sn Bomix] et 20 L E[xy).
n n

Attention! La convergence en probabilité pourra étre déduite de la loi forte des grands
nombres (Théoréme 32), mais pas la convergence L'. [BL12, p.132] propose une démonstration
simple de la convergence en probabilité, alors que la convergence L', plus technique a prouver,
est démontrée dans [QZ07, p.528| ou [FF67, p.227].

3.1.2 Lois fortes : convergence presque sire

Cas des variables aléatoires L*

Ezercice 12. Théoréme de Cantelli [CGCDM11, Ex 5.5 p.153]. On suppose les variables
X, n > 14.4.d., centrées et telles que E[X{] < oo.

1. Calculer E[S%].

2. En déduire que pour tout & > 0, P(|S,,/n| > €) < C/n? pour une certaine constante
C>0.

3. Conclure que la suite (S, /n), converge presque stirement vers 0.

Cas des variables aléatoires L'

Théoréme 32 (Loi forte des grands nombres) [QZ07, p.526] On suppose les variables X,
n>1 ii.d., et dans L*. Alors,

Sn poy gy,
n

Remarques.

1. La preuve proposée dans [QZ07, p.526] repose sur le Théoréme de Kolmogorov pour
les séries de variables aléatoires indépendantes (Théoréme 26), et sur des résultats
intermédiaires portant sur les séries numériques (lemme de Kronecker).

2. Extensions possibles.

e La Loi forte des grands nombres s’étend au cas de vecteurs aléatoires X, n > 1
de RY, d > 1. On a encore convergence de (S, /n), vers le vecteur des espérances
E[X1], sous I'hypothése que E[||X1]|] est finie, pour ||.|| une norme sur R%. 11 suffit
d’appliquer le Théoréme 32 a chaque composante du vecteur aléatoire.

e [l suffit en fait que les variables aléatoires X,,, n > 1 soient indépendantes deux a
deux (voir [Tou99, p.20-21]).

e [l existe des versions de la Loi forte des grands nombres pour des variables indé-
pendantes mais pas nécessairement de méme loi (voir [Tou99, p.21-23]).

3. Réciproque. Si l'on suppose que la suite (S, /n), converge presque strement, alors
la variable X est intégrable (voir Exercice 2 ci-dessus, ou |[BL12, p.132]).
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3.2 Applications
3.2.1 En analyse

(a) Polynomes de Bernstein et théoréme de Weierstrass. |QZ07, p.518] ou [Durl0,
p.37] ou [Tou99, p.24]

On souhaite démontrer de maniére probabiliste que toute fonction f continue sur un
segment est limite uniforme sur cet intervalle d’une suite de fonctions polynomiales.
Ezercice 13. Soit f une fonction continue sur [0;1]. Pour n > 1, on définit le n—iéme
polynéme de Bernstein (fonction polynomiale) associé a f par

Bof(z) = zn: <Z) (1 — )k (ﬁ) ze[o:]

k=0

1. Justifier qu’il existe une variable aléatoire Sy, ;, dont on précisera la loi, telle que

()] -

2. Justifier que pour tout § > 0

Buf(@) - 1@l <& |7 (2] - 10 ut=

z(1—z)
sue o] 201

ol || flloe = supsepo, 1/ (@)].
3. En déduire que la suite de fonctions polynomiales (B, f), converge uniformément vers
[ sur [0;1].
Remarques.
e Ici, la Loi (faible) des grands nombres inspire la définition méme de B, f, mais on
refait globalement la démonstration pour prouver la convergence uniforme.
e On peut raffiner la démonstration, et obtenir une estimation (optimale) de || f — By, f|| co-

(b) Nombres normauzx. [QZ07, p.503-504, p.550-551]
Tout réel x € [0;1] admet un développement propre unique en base r, pour un entier

r > 2 de la forme
2 ()
T=2
n=1
(ot en(z) < r — 1 une infinité de fois). On note N, (n) le nombre d’occurences du motif

b= (b1,...,b) de {0,1,...,r—1} dans le début (e1(z),...,en(z)) du développement en base
r de z (un motif est un mot dont les lettres sont prises dans 'alphabet {0,1,...,r —1}) :

, en(z) €{0,1,...,r — 1}

Nyp(n) =Card{i € {1,...,n—k+1}, gi(x) = b1, eip1(x) =ba,...,iyp—1(x) = bi}.
On dit qu'un nombre est normal en base r si pour tout k et tout mot b de longueur k,

N, 1
lim 7’17(”) = —.

n—00 n rk

On dit qu'un nombre est normal s’il 'est en base r, pour r > 2. On peut alors montrer, a
l'aide de la Loi forte des grands nombres, que presque tout réel de [0; 1[ est normal.
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(c) Quelques convergences (et interversions de limites).

e Ezxercice 1. Convergence de suite d’intégrales. [Tou99, p.25] (ou [CGCDM11,
Ex. 5.12, p.159|, avec des hypothéses différentes). Soient f et g deux fonctions in-
tégrables sur [0;1], telles que 0 < f(z) < Cg(x) pour presque tout z et pour une
constante C' > 0. Montrer que

n 1
lim Mdm...dwn = M.
fo g(x)dz

n=00 JI0;1]" Z?:1 9(;)
e Ezercice 15. Convergence de suite. Soient A > 0 et f € C2(R). Montrer que

n—00 n

lim Zexp(—n/\)( k)\') f (k) = f(A).
k=0

3.2.2 En statistique

(a) Consistance d’estimateurs obtenus par méthode des moments. [RS09, p.8|
Soit X" = (X1,...,X,) un n—échantillon d’une variable aléatoire X de loi vy, pour un

paramétre § € ©, © C R%. On note Py = (19)®" la loi de 1'observation statistique X". Soient
g:0 = R et §, un estimateur de g(6) (g, est une fonction mesurable de X”). L’estimateur
Jn est dit

e consistant, si pour tout 6 € O, (§,), converge en probabilité sous Py vers g(0).

e fortement consistant, si pour tout 6 € O, (g,)n converge Py—presque stirement vers

9(0).

La Loi faible (respectivement forte) des grands nombres justifie la méthode dite des moments
pour construire des estimateurs (resp. fortement) consistants. Le principe de la méthode est
le suivant : 8’il existe une fonction @ telle que ®(X) € L, et telle que g(6) = Eo[®(X7)]
(pour Ey I'espérance sous Py), alors un estimateur fortement consistant de g(6) est

g
gnznZ;b(Xi).
Z:

Exemple. Estimation d’une proportion - Modéle de Bernoulli. Lors d’un sondage,
on interroge n personnes (choisies au hasard) sur les résultats d’une élection & deux candidats
A et B, ou sur une question a deux réponses possibles (oui ou non). Le but est d’estimer la
proportion 8 de la population en faveur du candidat A, ou ayant répondu “oui” a la question
posée. On note X; = 1 sile i—iéme individu est en faveur de A ou a répondu “oui” a la question.
On modélise les variables Xi,..., X, comme étant i.i.d. de loi vy = B(#), § € © = [0;1].
Comme E[X;] = 6, la moyenne empirique X,, = n~ 13" | X; est un estimateur fortement
consistant de 6.

(b) Exemple de la fonction de répartition empirique, théoréme de Glivencko-
Cantells.
Soit (X7i,...,Xy) un n—échantillon d’une variable aléatoire réelle X de fonction de ré-
partition F'. Soit

R 1 —
F, : zeR — Eleigx,
=1
la fonction de répartition empirique associée. La méthode des moments (et donc la Loi forte

des grands nombres) justifie que cette fonction est un estimateur fortement consistant de la
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fonction de répartition F' : pour tout x, on a convergence presque stre de la suite (Fn(x))n
vers F'(z) = E[1x<,]. Le théoréme ci-dessous améliore ce résultat en prouvant la convergence
uniforme de la suite de fonctions (F},), vers F.

Théoréme 33 (Théoréeme de Glivencko-Cantelli) [Durl0, (7.4) p.59] ou [BCO7, p.71] ou
[Ouv04, p.116] ou [RS09, p.85] Soient (Xy)n>1 une suite de variables aléatoires réelles in-

dépendantes i.i.d. de fonction de répartition F, et (F,), la suite des fonctions de répartition
empiriques associées. Alors presque siirement,

sup |, (z) — F(z)| 225 0.
z€R

Application. Construction d’un test d’adéquation a une loi : test non-paramétrique
de Kolmogorov-Smirnov. [RS09, p.87-89| Soit (X7, ..., X,) un n—échantillon de loi de
fonction de répartition F' continue. Soit Fj la fonction de répartition d’une loi de référence
fixée. On veut tester Hy : F = Fy contre Hy : F # Fy. Le Théoréme de Glivencko Cantelli
justifie qu’une statistique de test intéressante est

D,, = sup|E,(z) — F(z)).
zER

En effet, il permet de justifier que lim, , D, > 0 p.s. sous H;. On peut aussi montrer que
sous Hy, D,, suit une loi ne dépendant pas de Fy, et tabulée. Ceci permet de batir un test
de taille o : définition d’une région de rejet pour Hy (voir cours de statistique un peu plus

tard...).

3.2.3 Meéthodes de Monte-Carlo

Principe.

Soit X une variable aléatoire, et f une fonction a valeurs réelles mesurable telle que f(X)
soit intégrable. Les méthodes de Monte-Carlo recouvrent un ensemble général de problémes
ot l'on cherche a calculer E[f(X)], en I'approchant par la moyenne empirique. Une référence
pour tout ce qui concerne ces méthodes peut étre [Tou99, Chap.4| (excepté pour I'Exemple
2 ci-dessous).

Exemple 1. Calcul approché d’intégrales (multiples).

e On souhaite calculer I = f[o;l}d f(z)dz pour une fonction intégrable f. On peut écrire
I = E[f(X)] pour X = (Uy,...,Uy) un vecteur de d variables aléatoires i.i.d. de loi
uniforme Ujg,;;. Si on a un n—échantillon (Xi, ..., X;) du vecteur X, la Loi des grands
nombres justifie que 'on peut approcher I par > | f(X;)/n.

e On souhaite calculer I = [ f(z)p(x)dz, ou p est une fonction positive d’intégrale 1.
On a alors I = E[f(X)] pour X une variable aléatoire de loi de densité p. Si on a
un n—eéchantillon (X1, ..., X,,) de loi de densité p, obtenu par simulation par exemple
(voir TP), la Loi des grands nombres justifie que I’on peut approcher a nouveau I par

>im f(Xi)/n.

Exemple 2. Obtention de résultats non-asymptotiques (variables de lois difficile
a estimer). [RS09, p.106]

Les méthodes de Monte-Carlo permettent de calculer le niveau exact a un rang fixé d’un
intervalle de confiance asymptotique.
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En effet, on suppose disposer d’'un n—échantillon X" = (X;,...,X,) de loi dépendant
d’'un parameétre . On suppose avoir construit un intervalle (ou une région) de confiance
I(X™) asymptotique de niveau o €]0; 1], ce qui signifie lim , . P(8 € I(X")) > 1 — a (voir
aussi Section 4.2.3 (b) ci-dessous). On souhaite connaitre le niveau exact de cet intervalle a
un rang n fixé (ie. pour un nombre d’observations donné). Ce niveau est donné par P(6 €
I(X")) = E[Y] pour Y = 1gcyxn). Si on peut disposer d'un échantillon (Y1,...,Y,) de la
variable Y, alors on peut a nouveau approcher E[Y] par la moyenne empirique correspondante.
La méthode de Monte-Carlo est alors utile pour approcher des espérances de variables dont
la loi exacte est difficile & calculer, mais facile a simuler (voir TP pour un exemple).

4 Théoréme Central limite et applications

I1 découle de la Loi forte des grands nombres que pour une suite (X, ), i.i.d. intégrables,
(X1+ -+ X,)/n=E[X1] + o(1) p.s. Le Théoréme Central limite précise le comportement
en loi du “o(1)”, en donnant la loi limite de \/n(S,/n — E[X1]).

4.1 Enoncé et raffinements

4.1.1 Enoncé du théoréme

Théoréme 34 (Théoréeme Central limite) [QZ07, p.540] Soit (Xp)n>1 une suite de va-
riables aléatoires réelles i.i.d. définies sur (2, F,P), de carré intégrable. Soit S, = X1 +

o4+ Xy, n> 1. Alors,
Sn —nE[Xl] L

VVar(Xi)y/n - N

ot N est une variable de loi N'(0;1) (loi normale centrée réduite).

Exemple. Théoréme de De Moivre-Laplace. [Durl0, p.79] On suppose que X; suit la
loi de Rademacher R(1/2). Alors quels que soient les réels a < b,

Sh, 1 b 22
ImPla< —=<b| =— exp | —— | dx.
e ( —ﬁ—> ¢2w/a AT
Ce cas particulier “historique” du théoréme ci-dessus a 'avantage de pouvoir étre démontré

directement (et sans utiliser les outils pointus -et relativement récents- que sont la fonction
caractéristique et le Théoréme de Lévy), en utilisant essentiellement la formule de Stirling :

n! ~p oo N exp(—n)v2mn.

Remarques.

1. Extension au cas vectoriel. [Ouv04, p.325| Supposons maintenant que les variables
X,, n > 1, ne sont plus réelles mais & valeurs dans Re: X, = (Xin, Xops -y Xan)
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(toujours i.4.d. et L?). Alors,

> i X1 — E[Xq 4]

NG N
> ieq Xoi — E[Xa1] Nl
2
NG
£ N= ,
> i1 Xai — E[Xaa] Na

n

ou N suit la loi normale multidimensionnelle NVy4(0, Kx,) (Kx, étant la matrice de
covariance de X7).

2. Réciproque. [FF67, p.244] Si (X,,)n>1 est une suite de variables réelles i.i.d. telles que
(Sn/+/1)n converge en loi vers N ~ N(0,1), alors X; € L? E[X1] =0 et E[X?] = 1.

4.1.2 Vitesse de convergence

Théoréme 35 (Théoréeme de Berry-Esseen) [Durl0, (4.9) p.126] Soit (Xp)n>1 une suite
de variables aléatoires réelles i.i.d. définies sur (Q, F,P), admettant un moment d’ordre 3,
telles que E[X1] = 0, E[X?] =1, et E[|X}|] = p < 00. Soit S, = X1+ -+ + X, n > 1.
Enfin, soit F,, la fonction de répartition de la variable Sy /(oy/n), n > 1 et ® la fonction de
répartition de la loi N'(0,1). Alors,

3p
F,(z) — ®(x)| < .
itelg\ n(r) — ®(z)| < o

4.1.3 Autres versions

(a) Cas de tableaux triangulaires de variables aléatoires

Théoréme 36 (Théoréeme de Lindeberg-Feller) [Durl0, (4.5) p.116] Soit, pour tout n > 1,
(Xn,m)i<m<n des variables aléatoires réelles indépendantes, centrées. On suppose

o limy oo Yom E[X2, ] =02 >0,

o Ve >0,

n

lim E [Xgmlanmlx] = 0 (condition de Lindeberg).
n—00 ’ ’
m=1
Alors,
Sp=Xp1+ 4 Xpn 5 oN

)

ou N est une variable de loi N'(0;1).

Remarque. Autre formulation. Avec les mémes notations et sous les mémes hypothéses,
la formulation du Théoréme de Lindeberg-Feller est parfois la suivante : on note s2 =
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P E[X%,m] et on suppose que pour tout € > 0,
1 n
" 2 _
nlggo s2 E:IE [X”ymleﬁm >€] =0
m=
Alors,

Sn Sn

Application - Ezxercice 16. Convergence de la médiane d’un échantillon [CGCDM11,
Ex. 4.19, p.131] Soient n > 1 et (Xm)mef1,...2n—1} un échantillon (de taille impaire) de
variables i.i.d. de loi Uj,;). Soient (X(1y < -+ < X(9,_1)) les statistiques d’ordre associées.
On s’intéresse a la convergence en loi de la médiane X(,,) de I'échantillon : on veut montrer
que (V8n(X(,) — 1/2))n converge en loi vers la loi N'(0;1).

On définit les variables (Y, m)mef1,....2n—1} Dar

Ynm:

)

1si X < 1/2 4 t//3n,
—1si X, >1/2+t/v8n,

et on pose Sop_1 = 2727;:11 Yo.m.
1. Montrer que la loi de Y}, ;,, est la loi de Rademacher R(py,) avec p, = 1/24t/+/8n (on
suppose n assez grand pour que cette quantité appartienne a [0; 1]).

2. Appliquer le Théoréme de Lindeberg-Feller a la suite (Zf:;ll Yom — E[Ynm])n. En
déduire la limite de (P(S2p—1 > 0))n. Indication : pour ce dernier point, on pourra
utiliser le résultat de la premiére application de la Section 2.2.3.

3. Conclure.

(b) Cas d’un nombre aléatoire de variables aléatoires

Ezercice 17. [CGCDM11, Ex 4.18, p.129| Soit (X, ),>1 une suite de variables aléatoires
réelles 4.i.d., centrées, de variance 0. On pose S, = Xj + -+ + Xy, n > 1. Soit (Ng)r>1
une suite de variables aléatoires & valeurs dans N\{0}, indépendantes de la suite (X),. On
suppose que (Ng)i converge vers oo presque strement (quand k& — o00). L’objectif est de
prouver que

VN Vi

ol N est une variable de loi N'(0;1).
On note ¢y, la fonction caractéristique de la variable Sy, /v/Ni, k > 1.

1. Montrer que pour t € R,

SN 1 N L
b ZXn % oN
n=1

op(t) =Y P(Np=n)ps

n>1

(t)-

5]

S

2. Soient t € R et £ > 0 fixés. Montrer qu’il existe un rang ng tel que, pour tout k > 1,

2
‘cpk(t) — exp <—022>‘ < 2P (Ni < ng) + P (N > no) .

3. Conclure.
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4.2 Applications
4.2.1 En analyse
Ezercice 18. [CGCDMI11, Ex 4.15, p.127] Soit (an)n>0 la suite réelle définie par a, =

exp(—n) > i, T];—],C Montrer que la suite (ay), converge vers 1/2.

4.2.2 En probabilités

Ezxercice 19. Caractérisation de la loi gaussienne [CGCDM11, Ex 4.17, p.128] Soient X
et Y deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi de variance finie o2. On suppose
que (X +Y)/v/2 a méme loi que X et Y. On veut montrer que cette loi est la loi (0, ?).

1. Montrer que E[X] = 0.
2. L’idée est d’appliquer un grand nombre de fois la propriété “(X 4+ Y)/v/2 a méme loi
que X7 pour en déduire le résultat en appliquant le Théoréme Central limite.
(a) Montrer par récurrence sur n > 1 que si X;,Y;, 4 =1,...,2" ! sont des variables
indépendantes de méme loi que X, alors la variable
X1+'--+X2n—1 +Y1+"'+Y2n—1
\/271

a méme loi que X.
(b) En déduire le résultat.

4.2.3 En statistique

(a) Normalité asymptotique d’estimateurs. [RS09, p.11]
On reprend les notations introduites en Section 3.2.2 (paragraphe sur la consistance d’es-
timateurs). Un estimateur g, de g(f) est dit asymptotiquement normal si

Vi (Gn — 9(0)) 5 Zs,

oil Zy suit une loi normale A'(0,02(6)) (convergence en loi sous Py, & vitesse y/n, et vers une
gaussienne). Le Théoréme Central limite est 'outil classique permettant de prouver ce type
de convergence. C’est le cas dans I'exemple de I'estimation d’une proportion donné en Section
3.2.2 (voir ci-dessous aussi).

(b) Construction d’intervalles (de régions) de confiance asymptotiques
Toujours avec les notations de la Section 3.2.2, on souhaite batir une région de confiance

asymptotique pour g() au niveau 1 — a, c’est-a-dire une suite d’ensembles (C),), construits

mesurablement sur I'observation X" = (Xy,..., X,,) et tels que pour tout 6 € ©,
Tim Py (9(6) ¢ Cu) < o
n—oo

Si l'on dispose de g, un estimateur de g(f) € R, on cherche par exemple ¢, tel que
lim Py (190 — 9(0)] = qn) <
n—oo

I'intervalle de confiance asymptotique étant alors [§, — ¢n; Gn + @n]. Supposons que g, soit
asymptotiquement normal, de variance limite 0(f) (comme dans la définition ci-dessus). On
cherche alors ¢ tel que,

: |9n — 9(0)] _
T}LI{.IOPG (\/EM >q | =Py(IN[=q) <,
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ou N ~ N(0;1). Or,

Po(|N| > q) < a @IP’(;(NSq)Zl—%.

11 suffit alors de choisir ¢ = ¢;_,/2 le quantile d’ordre 1 — /2 de la loi N(0;1). L’intervalle

obtenu, [gn —q1—a/2v/0%(0)/1; Gn + q1—aj21/02(0)/n] n'est pas un intervalle de confiance, car
il dépend de 02(f). Si cette variance est majorée par une constante ¥ uniformément en 6, on
peut la remplacer par X, puisque

|9n — 9(0)] |9n — 9(0)]
Py (\/ﬁ\/iZQ> <Py (ﬁMZQ>‘

On peut aussi avoir recours dans ce cadre & des méthodes dites de stabilisation de la variance,

données par la méthode delta, théoréme limite important en statistique (basé sur le Lemme
de Slutzky).

Théoréme 37 [RS09, p.12] Soient (X,,)nen une suite de variables aléatoires a valeurs dans
R?, (rn)nen une suite réelle telle que limy, oo Ty, = 00, €t ¥ : R? — RY une application
différentiable en un point u € R%, de jacobienne Diy(u) € Mg 4. On suppose qu’il existe
une variable aléatoire V& valeurs dans R? telle que

o (Xn — u) N

Alors on a ausst

ro ((Xn) = (w)) 5 Dy(u)V.

Exemple. Estimation d’une proportion - Modéle de Bernoulli (suite). Si l'on re-
prend l'exemple introduit en Section 3.2.2, la suite (y/n(X, — 0)), converge en loi vers
Zy ~ N(0,6(1 —0)). On peut majorer la variance limite (par 1/4) pour obtenir un intervalle
de confiance asymptotique, mais on peut aussi chercher une fonction 1 a laquelle appliquer
le théoréme précédent, de telle sorte que

Vi (0(X,) = 9(0)) S N ~N(©0,¢/(6%)6(1 - 0)) = N(0,1).

1l suffit de prendre 1(f) = 2arcsin(v/0), et I'on obtient un intervalle de confiance asympto-
tique de la forme

[sinQ <arcsin <\/X>n> - q;:}%”) sin? <arcsin <\/X>n> + q;:;“;)] .

(c¢) Vitesse de convergence pour la méthode de Monte-Carlo [Tou99, Chap.4]
[RS09, p.106-107]

Dans la présentation (rapide) des méthodes de Monte-Carlo en Section 3.2.3, on a vu
que les Lois des grands nombres permettaient de justifier 'approximation de I = E[Y] par
Yo, Yi/n, pour (Y1,...,Y,) un n—échantillon de la variable aléatoire Y. La suite des erreurs
d’approximation est (e5,), avec

1 n
€n = EZYi —E[Y].
=1
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Le Théoréme Central limite entraine (si Y est de carré intégrable) la convergence en loi de
(v/nen)n vers une loi N'(0,02), avec 02 = Var(Y), et donc, avec la méthode de construction
d’intervalles de confiance ci-dessus,
Ie|Y,— ql—a/2%; Yo+ QI—a/2% )

avec probabilité limite 1 — «. La précision des méthodes de Monte-Carlo ne dépend donc
que de o2 et de n, et est de I'ordre o/y/n. Cette vitesse de convergence peut sembler lente
par rapport aux méthodes numériques déterministes d’approximation d’intégrales (méthode
des trapézes, de Simpson...), mais en contrepartie, elle ne dépend pas de la régularité de la
fonction & intégrer, et ne dépend que faiblement de la dimension (si on calcule une intégrale
en dimension d, le nombre n de tirages a faire ne sera pas modifié, seul o risque d’augmenter).
Les méthodes de Monte-Carlo sont donc essentiellement utilisées pour calculer des intégrales
multiples.

On aura donc intérét a réduire le plus possible la variance o2, d’oil de nombreuses mé-

thodes dites de “réduction de la variance” (variables antithétiques, échantillonnage préféren-
tiel... voir TP et [Tou99, Chap.4|).

(d) Test du x? d’ajustement a une loi donnée [RS09, Chap.6]

Le Théoréme Central limite dans sa version vectorielle permet de démontrer la convergence
en loi de la statistique qui est & la base de test du x? d’ajustement & une loi de référence. Le
résultat utilise également d’autres outils, dont le Théoréme de Cochran. On se reportera au
cours de statistique, un peu plus tard...

4.3 Pour aller plus loin...

Pour (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. centrées, L% et S, = X1 +
-+ + X, les Lois des grands nombres donnent le comportement de (S,/n), (convergence
presque siire vers 0) et le Théoréme Central limite celui de (S, /+/n), (convergence en loi vers
N(0;1). On peut également déduire du Théoréme Central limite que (S,,/v/n), ne converge
pas presque siirement.

FEzxercice 20. On considére les notations et hypothéses ci-dessus. On suppose de plus que les
variables X, sont de variance strictement positives. On va montrer

lim Sn = oo p.s. (et lim S = —00).
n

n—00 \/n n—oo V10

1. Montrer que la variable aléatoire lim,,_,o0 Sp /v/n est constante presque siirement. On
note ¢ € [—o0, +0o0] sa valeur presque sire.

2. On raisonne par absurde, en supposant ¢ < co. Soit alors ¢ > ¢ (¢ < 00).
(a) Montrer que imy o0 P(sup,,>n Sn/v/n > ¢) = 0.
(b) Quimplique par ailleurs le Théoréme Central limite pour limy_, P(Sy/vVN >
d)?
(c) Conclure.
Il est maintenant naturel de s’interroger sur le comportement de suites de type (S, /an)n

pour (ay), une suite réelle strictement positive représentant une “normalisation” entre \/n et
n.
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On donne d’abord quelques exemples de résultats pouvant s’obtenir relativement facile-
ment (toujours avec les notations et hypothéses ci-dessus) :

1. [BL12, p.140] On suppose que lim, o0 ap/y/n = co. Alors, (Sy,/ay), converge vers 0
en probabilité (appliquer l'inégalité de Markov).

2. |Durl0, (8.8) p.66] Soit 1 < p < 2. On suppose que les variables X,,, n > 1 sont dans
LP (I'appartenance & L? n’est pas requise). Alors, (S, /n'/P),, converge vers 0 presque
stirement (preuve déja un peu plus technique).

3. [Durl0, (8.7) p.66] ou [QZ07, p.529-530] Pour tout € > 0, (S,/(n'/2(In(n))"/?+)),
converge vers 0 presque strement (appliquer le théoréme de Kolmogorov -Théoréme
26-, et se rappeler des critéres de convergence des séries de Bertrand).

Le résultat suivant, beaucoup plus difficile (voir éventuellement un cas particulier dans
[QZ07, p.530]) indique que si (an)n est trop proche de \/n, on n’obtient plus de convergence
de type loi des grands nombres.

Théoréme 38 (Loi du logarithme itéré) [Durl0, p.434-439] Soit (Xy)n>1 une suite de va-
riables aléatoires réelles i.i.d. sur (0, F,P), centrées et de variance 1. Alors,
— Sn Sn

lim =1ps,et lim ———— = —1 p.s.
n—oo  /2nIn(In(n)) n—oo \/2nIn(In(n))

Remarque. Si les X,, ne sont plus centrées, ni de variance 1, le résultat porte alors sur la

suite ((S, — nE[X1])/v/2nIn(In(n))),, la valeur de la limite supérieure est /Var(Xy), celle

de la limite inférieure /Var(Xy).
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