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EXERCICE (extrait de l’examen de 2010)
Soit f la fonction de R? dans R définie par

1
27T(1 + iEQ + y2)3/2 :

1. Montrer que f est une densité de probabilité sur R2. Indication : penser aux coordonnées polaires.

2. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires de densité f. Déterminer la loi du couple <Y, \/%)

. X B . 2 92
3. Les variables Y et Tive sont-elles indépendantes 7

PROBLEME Loi Gamma
On définit la fonction Gamma par

o0
T': z +—>/ t*~tetat.
0

et, pour deux parameétres p, 0 > 0, la fonction

'4
A

Tpo:t = L(p)

1. (Rappels sur la Fonction Gamma)
(a) Justifier que la fonction I' est bien définie sur RY.
(b) Montrer que I'(x + 1) = «I'(x), pour tout = > 0.
(¢) En déduire que pour tout n € N, I'(n + 1) = nl.
2. (Loi Gamma : premiéres propriétés)
(a) Montrer que f, ¢ définit bien une densité d'une loi de probabilité sur R. On I’appelle loi Gamma,
notée y(p, 0).
(b) Calculer 'espérance et la variance d’une variable aléatoire X suivant la loi v(p, ).
3. (Loi Béta de premiére espéce)
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives y(p, 0) et (g, ) (avec p,q,0 >
0).Onnote S=X+YetT=X/(X+Y).
(a) Déterminer la loi du couple (S,T).
(b) En déduire que S et T sont indépendantes, que S suit une loi y(p + ¢, ) et que la loi de T' admet
pour densité la fonction g définie par

VteR, g(t) = %t’”(l = 1)1 g (1).

On P’appelle loi Béta de premiére espéce.

4. (Liens avec la loi normale)
(a) Soit Z une variable aléatoire N(0,1). Calculer une densité de la variable Z2. Quelle est la loi de
Z2? Montrer aussi que I'(1/2) = /.
(b) Soient (Z;)i=1,... n des variables aléatoires indépendantes de méme loi (0, 1). Déduire de la question
précédente et de la question 3.(b) que la variable Y | ZZ suit une loi v(n/2,1/2). On I'appelle loi du
Chi-deux a n degré de liberté, notée x2(n).



