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tion de R
2 dans R dé�nie par

∀(x, y) ∈ R
2, f(x, y) =

1

2π(1 + x2 + y2)3/2
.1. Montrer que f est une densité de probabilité sur R

2. Indi
ation : penser aux 
oordonnées polaires.2. Soit (X,Y ) un 
ouple de variables aléatoires de densité f . Déterminer la loi du 
ouple (

Y, X√
1+Y 2

).3. Les variables Y et X√
1+Y 2

sont-elles indépendantes ?PROBLEME Loi GammaOn dé�nit la fon
tion Gamma par
Γ : x 7→

∫ ∞

0
tx−1e−tdt.et, pour deux paramètres p, θ > 0, la fon
tion

fp,θ : t 7→ θp

Γ(p)
e−θttp−1

1t>0.1. (Rappels sur la Fon
tion Gamma)(a) Justi�er que la fon
tion Γ est bien dé�nie sur R
∗
+.(b) Montrer que Γ(x + 1) = xΓ(x), pour tout x > 0.(
) En déduire que pour tout n ∈ N, Γ(n + 1) = n!.2. (Loi Gamma : premières propriétés)(a) Montrer que fp,θ dé�nit bien une densité d'une loi de probabilité sur R. On l'appelle loi Gamma,notée γ(p, θ).(b) Cal
uler l'espéran
e et la varian
e d'une variable aléatoire X suivant la loi γ(p, θ).3. (Loi Bêta de première espè
e)Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois respe
tives γ(p, θ) et γ(q, θ) (ave
 p, q, θ >

0). On note S = X + Y et T = X/(X + Y ).(a) Déterminer la loi du 
ouple (S, T ).(b) En déduire que S et T sont indépendantes, que S suit une loi γ(p + q, θ) et que la loi de T admetpour densité la fon
tion g dé�nie par
∀t ∈ R, g(t) =

Γ(p + q)

Γ(p)Γ(q)
tp−1(1 − t)q−1

1]0;1[(t).On l'appelle loi Bêta de première espè
e.4. (Liens ave
 la loi normale)(a) Soit Z une variable aléatoire N (0, 1). Cal
uler une densité de la variable Z2. Quelle est la loi de
Z2 ? Montrer aussi que Γ(1/2) =

√
π.(b) Soient (Zi)i=1,...,n des variables aléatoires indépendantes de même loiN (0, 1). Déduire de la questionpré
édente et de la question 3.(b) que la variable ∑n

i=1 Z2
i suit une loi γ(n/2, 1/2). On l'appelle loi duChi-deux à n degré de liberté, notée χ2(n).


