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i
es n◦2 : Probabilités, indépendan
e, probabilités 
onditionnelles.Exer
i
e 1 Soient A et B deux évènements d'un univers Ω. Montrer l'inégalité de Bonferroni,
P(A ∩ B) ≥ P(A) + P(B) − 1.Exer
i
e 2 Quel est le plus probable des évènements suivants :a) jouant ave
 un dé : "on obtient au moins un six en 4 
oups"b) jouant ave
 deux dés : "on obtient au moins une paire de six en 24 
oups"
) jouant ave
 un dé : "on obtient au moins 2 six en 8 
oups"Exer
i
e 3 Un homme distrait é
rit 20 lettres à 20 destinataires di�érents, et ferme les enveloppesavant d'avoir é
rit les adresses.1. Dé
rire le modèle probabiliste asso
ié à 
ette expérien
e.2. Cal
uler la probabilité que le premier destinataire reçoive sa propre lettre.3. Cal
uler la probabilité que 
haque destinataire reçoive sa propre lettre.Exer
i
e 4 Un la
 
ontient un grand nombre n de poissons. On en pê
he m (m ≤ n), on les marqueet on les rejette à l'eau. Un peu plus tard, on en prélève à nouveau r (r ≤ n).1. Quelle est la probabilité pk(n) d'obtenir alors k poissons marqués (k ≤ m) ?2. On �xe r,m et k. Pour quelle valeur de n la quantité pk(n) est-elle maximum? Indi
ation : on
al
ulera pk(n)/pk(n − 1).Exer
i
e 5 Paradoxe des anniversaires de R.Von Mises. On admettra que toutes les années ont 365jours. On 
hoisit n personnes au hasard. Quelle est la probabilité que 2 d'entre elles au moins aientleur anniversaire le même jour ? A l'aide de l'approximation 1 − x ≈ exp(−x) (pour x pro
he de 0),trouver la plus petite valeur de n telle que 
ette probabilité soit supérieure à 0.5.Exer
i
e 6 Soit Ω = {1, 2, 3, 4}, muni de la probabilité uniforme. Soient les évènements A = {1, 2},

B = {2, 3}, C = {1, 3}.1. Les évènements A,B et C sont-ils deux à deux indépendants ?2. Les évènements A,B et C sont-ils mutuellement indépendants ?Exer
i
e 7 On 
onsidère une famille qui 
omporte 2 enfants. On admet que les naissan
es sontindépendantes, et qu'à 
haque naissan
e, la probabilité d'avoir une �lle (resp. un garçon) est 1/2. Lesévènements A : "il y a deux enfants de sexes di�érents", et B : "la famille a au plus une �lle" sont-ilsindépendants ? Même question si la famille a trois enfants.Exer
i
e 8 On 
onsidère deux urnes U1 et U2. On suppose que U1 (respe
tivement U2) 
ontient n1boules noires et 5 boules blan
hes(resp.n2 boules noires et 15 boules blan
hes). On 
hoisit de façonéquiprobable une des deux urnes puis on y e�e
tue deux tirages su

essifs d'une boule ave
 remise.Soit N1 (resp. N2) l'évènement "on a obtenu une boule noire au premier (resp. au se
ond) tirage".1



1. Quelle est la probabilité de N1 ? Quelle est la probabilité de N2 ?2. Les évènements N1 et N2 sont-ils indépendants ? (on dis
utera suivant les valeurs de n1 et n2)Exer
i
e 9 On sait qu'à une date donnée, 4% de la population est atteinte d'une maladie virale A.On dispose de tests de dépistage de la maladie, qui présentent les 
ara
téristiques suivantes (obtenuespar des études statistiques existantes). Si la personne est malade, alors le test est positif ave
 uneprobabilité de 90%. Si la personne est saine, alors le test est positif ave
 une probabilité de 15%.1. Quelle est la probabilité pour une personne tirée au hasard dans la population, d'être saine sison test est positif ?2. Quelle est la probabilité pour une personne d'être malade si son test est négatif ?3. Quelle est la probabilité pour une personne d'être saine si son test est négatif ?Exer
i
e 10 Deux urnes A et B 
ontiennent respe
tivement deux boules blan
hes plus une boulenoire, et une blan
he plus 
inq noire. On tire au hasard une boule dans l'urne A, et on la pla
e dansl'urne B. On tire alors au hasard une boule dans B, qui s'avère être blan
he. Quelle est la probabilitéque la boule transférée ait été aussi blan
he ?Exer
i
e 11 Avant d'être a

eptés par une banque de sang, des é
hantillons de sang sont testés
ontre la présen
e du virus de l'hépatite A et B.La probabilité que l'é
hantillon soit a

epté quand le virus de l'hépatite n'est pas présent est de 0,95.La probabilité que l'é
hantillon soit rejeté quand le virus de l'hépatite A est présent est de 0,8.La probabilité que l'é
hantillon soit rejeté quand le virus de l'hépatite B est présent est de 0,95.Si 4% de la population des donneurs de sang sont porteurs du virus de l'hépatite A et 1% du virus del'hépatite B (au
un individu n'étant porteur à la fois des virus A et B), 
al
uler la probabilité que,dans un é
hantillon a

epté, le virus de l'hépatite A ou B soit présent.Exer
i
e 12 Un étudiant possède 4 
ravates C1, C2, C3, C4. Il en 
hange 
haque jour en en 
hoisissantune au hasard parmi les 3 
ravates non portées. Le premier jour , il porte la 
ravate C1. Soit Xn lavariable aléatoire 
orrespondant à la 
ravate portée le jour n.1. Cal
uler la probabilité pour qu'au jour n, l'étudiant n'ait jamais reporté la 
ravate C1.2. Cal
uler la probabilité pour qu'au jour n , l'étudiant n'ait jamais porté la 
ravate C4.3. Exprimer le ve
teur donnant la loi de probabilité de Xn en fon
tion de la loi de probabilité de
Xn−1. En déduire la loi suivie par la variable Xn.Exer
i
e 13 Une maison 
omprend deux états de 
hau�age : l'état 1 qui 
onsiste en un 
hau�agede base et l'état 2 qui 
onsiste en l'ensemble du 
hau�age de base et d'un 
hau�age d'appoint. Lesrègles de fon
tionnement sont les suivantes :� Si l'on est dans l'état 1 un jour, on est le lendemain dans l'état 1 (resp l'état 2) ave
 uneprobabilité 1

2
(resp 1

2
).� Si l'on est dans l'état 2 un jour, on est le lendemain dans l'état 1 (resp l'état 2) ave
 uneprobabilité 3

4
(resp 1

4
).Sa
hant que l'on est un diman
he dans l'état 1, trouver la loi de probabilité de l'état où l'on sera lejour n (ave
 n > 1). Indi
ation : on pourra appeler Xi la variable aléatoire représentant l'état du jour

i.
2


