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i
es n◦4 : Espa
es hermitiens, Endomorphismes normaux
• Dé
ompositions 
lassiques de matri
esExer
i
e 1 (Dé
omposition d'Iwasawa) Soit H une matri
e hermitienne dé�nie positive. Montrerqu'il existe une unique matri
e triangulaire supérieure T à 
oe�
ients diagonaux positifs telle que
H = T ∗T .Exer
i
e 2 (Ra
ine 
arrée) Soit H une matri
e hermitienne positive. L'obje
tif est de montrer qu'ilexiste une unique matri
e hermitienne positive R telle que H = R2.1) Rappeler pourquoi les valeurs propres de H sont réelles, et positives.2) En déduire qu'il existe une matri
e hermitienne positive R telle que H = R2.3) Montrer que si A ∈ Mn(C) est diagonalisable à valeurs propres positives, alors il existe un polyn�me
Q (de C[X]) telle que A = Q(A2).4) En déduire l'uni
ité de la matri
e R dont on a montré l'existen
e à la question 2).Exer
i
e 3 (Dé
omposition polaire) Soit A ∈ GLn(C). L'obje
tif est de montrer qu'il existe ununique 
ouple de matri
e (U,H), ave
 U unitaire, H hermitienne positive, telle que A = UH.1) On suppose que A s'é
rit A = UH ave
 U et H 
omme dans l'énon
é. Cal
uler A∗A.2) En déduire, en utilisant l'exer
i
e pré
édent, l'existen
e et l'uni
ité de la dé
omposition.3) Peut-on étendre 
e résultat si A ∈ Mn(C) ?
• Endomorphismes normauxExer
i
e 4 Montrer que la matri
e A =

(

2 i

i 0

) n'est pas diagonalisable. Est-
e en 
ontradi
tionave
 la théorie ?Dans la suite, (E, 〈., .〉) désigne un espa
e hermitien.Exer
i
e 5 Soit u ∈ L(E). Montrer que u est un endomorphisme normal, si et seulement si sonadjoint u∗ est un polyn�me en u.Exer
i
e 6 1) Soit f ∈ L(E), tel que pour tout x ∈ E, 〈f(x), x〉 = 0. Montrer que f = 0. Est-
een
ore vrai si E est un espa
e eu
lidien ?2) Soit u ∈ L(E). Montrer que u est normal, si et seulement si pour tout x ∈ E, ‖u(x)‖ = ‖u∗(x)‖.Exer
i
e 7 Soit f ∈ L(E).1) Montrer qu'il existe un unique 
ouple (u, v) d'endomorphismes autoadjoints tel que f = u + iv.2) Montrer que l'endomorphisme f est normal, si et seulement si u et v 
ommutent.
1


